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Epi �ÍÀÏIÂÍÅÏÅ�Å�ÂÍI ÇÍÈÇÓ ÂIÄÎÁ�ÀÆÅÍÍß ÒÀ �ÕÂËÀÑÒÈÂÎÑÒIA. V. Dovzhenko, P. I. Kogut Epi-lower semiontinuous mappings and their properties , Mate-matyhni Studii, ? (2009) ?�?.
We present a new concept of lower semicontinuity for vector-valued mappings, so-called

lower epi-semicontinuity, which is closely related with the sequential closedness of epigraphs of

these mappings. We consider the case when the mappings take values in a real Banach space Y

partially ordered by a closed convex pointed cone Λ, and we make no additional assumptions

on topological interior of the ordering cone. We also study the comparison of the lower epi-

semicontinuity with the classical notion of lower semicontinuity and its generalizations.À. Â. Äîâæåíêî, Ï. I. Êîãóò Epi-ïîëóíåïðåðûâíûå ñíèçó îòîáðàæåíèÿ è èõ ñâîéñòâà //Ìàòåìàòè÷íi Ñòóäi¨. � 2009. � Ò.?, �?. � C.?�?.Ïóñòü f � âåêòîðíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå â ïîëóóïîðÿäî÷åííîå çàìêíó-òûì âûïóêëûì çàîñòðåíûì êîíóñîì Λ äåéñòâèòåëüíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y •. Äëÿòàêèõ îòîáðàæåíèé ââîäèòñÿ ïîíÿòèå epi-ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó (epi-ïí.ñí.). Èçó÷å-íû ñâîéñòâà epi-ïí.ñí. îòîáðàæåíèé è èõ âçàèìîñâÿçü ñ êëàññîì îòîáðàæåíèé, èìåþùèõñåêâåíöèàëüíî çàìêíóòûé íàäãðà�èê. Óñòàíîâëåíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñóùåñòâóþùèìèêîíöåïöèÿìè ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó. ÂñòóïÎäíèì iç íàéáiëüø âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ êëàñè÷íîãî àíàëiçó, ÿêèé òiñíî ïîâ'ÿçàíèé çäâàäöÿòîþ ïðîáëåìîþ �iëüáåðòà ùîäî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ âàðiàöiéíîãî ÷èñëå-ííÿ, ¹ íàñòóïíèé: íåõàé (X, τ) � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìóçëi÷åííîñòi, f : X → R ∪ {+∞} � äîâiëüíà �óíêöiÿ. Òîäi ¹ åêâiâàëåíòíèìè íàñòóïíiòâåðäæåííÿ:(i) äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X i äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}n∈N
, ÿêà τ -çáiãà¹òüñÿ äî x ïðè

n→∞, ñïðàâåäëèâî f(x) ≤ lim inf
n→∞

f(xn) := lim
n→∞

inf
i≥n

f(xi);(ii) íàäãðà�iê �óíêöi¨ f , òîáòî ìíîæèíà epi = {(x, λ) ∈ X × R : λ ≥ f(x)}, ¹ çàìêíå-íèì â ïðîñòîði X × R.Âëàñíå, êîæíå ç öèõ òâåðäæåíü ìîæå âèñòóïàòè ÿê ñàìîñòiéíå îçíà÷åííÿ òàêîãî ïîíÿòòÿÿê íàïiâíåïåðåðâíiñòü çíèçó �óíêöi¨ f : X → R ∪ {+∞}.Ïðîáëåìà, ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ â äàíié ðîáîòi, áåçïîñåðåäíüî ïîâ'ÿçàíà ç óçàãàëüíå-ííÿì äàíîãî ðåçóëüòàòó íà âèïàäîê, êîëè f ¹ âiäîáðàæåííÿì ïðîñòîðó X â ÷àñòêîâî2000 Mathematis Subjet Classi�ation: 46B40, 46A30. ©À. Â. Äîâæåíêî, Ï. I. Êîãóò, 2009



2 À. Â. ÄÎÂÆÅÍÊÎ, Ï. I. ÊÎ�ÓÒóïîðÿäêîâàíèé çà äåÿêèì êîíóñîì Λ íîðìîâàíèé ïðîñòið Y . Âiäîìî, ùî êëàñè÷íà êîí-öåïöiÿ íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó (äèâ. ïóíêò (i)) ìà¹ äåêiëüêà, çàãàëîì íåçàëåæíèõ,óçàãàëüíåíü íà âåêòîðíîçíà÷íèé âèïàäîê. Çîêðåìà, öå òàêi ïîíÿòòÿ ÿê íàïiâíåïåðåðâ-íiñòü çíèçó çà êîíóñîì, êâàçi-íàïiâíåïåðåðâíiñòü çíèçó, ïîðÿäêîâà íàïiâíåïåðåðâíiñòü,
Λ-íàïiâíåïåðåðâíiñòü çíèçó òà iíøi (äèâ., íàïð., [5, 7, 9, 10℄). Êîæíà ç òàêèõ õàðàê-òåðèñòèê, âiäiãðà¹ âàãîìó ðîëü â ïèòàííÿõ ðîçâ'ÿçíîñòi âiäïîâiäíèõ çàäà÷ âåêòîðíî¨îïòèìiçàöi¨. Ïðîòå, ùî ñòîñó¹òüñÿ ¨õ çâ'ÿçêó ç çàìêíåíiñòþ íàäãðà�iêà âiäïîâiäíîãîâiäîáðàæåííÿ, òî â çàãàëüíîìó âèïàäêó, òàêî¨ åêâiâàëåíòíîñòi íå ìà¹, îñêiëüêè îïåðàöiÿçàìèêàííÿ íàäãðà�iêà âiäîáðàæåíü òèïó f : X → Y ìîæå ïîðîäæóâàòè ìíîæèíó,ÿêà âæå íå ¹ íàäãðà�iêîì äëÿ æîäíîãî âiäîáðàæåííÿ. Çàãàëîì, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíàäiàãðàìà: íí.çí. çàìêíåíiñòü íàäãðà�iêà êâ.-íí.çí.

Λ-íí.çí. intΛ 6= ∅

ßê âèäíî ç íàâåäåíî¨ äiàãðàìè, êâàçi-íàïiâíåïåðåðâíiñòü çíèçó ãàðàíòó¹ çàìêíåíiñòüâiäïîâiäíîãî íàäãðà�iêà ëèøå çà óìîâè, êîëè âíóòðiøíiñòü êîíóñà, ÿêèé çàäà¹ ÷àñòêî-âèé ïîðÿäîê, ¹ íåïîðîæíüîþ. Ïðîòå, öÿ óìîâà ¹ äîñèòü îáìåæëèâîþ, îñîáëèâî äëÿâèïàäêó íåñêií÷åííî âèìiðíèõ ïðîñòîðiâ Y . Íàïðèêëàä, ÿêùî Y = Lp(Ω), äå p ∈ [1,∞),à Λ ¹ êîíóñîì äîäàòíèõ åëåìåíòiâ â Lp(Ω), òî int Λ = ∅. Â çâ'ÿçêó ç öèì äàíà ðîáîòàñòàâèòü çà ìåòó ââåñòè íîâó êîíöåïöiþ íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó äëÿ âåêòîðíîçíà÷íèõâiäîáðàæåíü, ÿêà áóëà á óçãîäæåíîþ ç çàìêíåíiñòþ íàäãðà�iêiâ òàêèõ âiäîáðàæåíüi áóëà âiëüíîþ âiä ïðèïóùåííÿ int Λ 6= ∅. Òàêi âiäîáðàæåííÿ â ðîáîòi íàçâàíi epi-íàïiâíåïåðåðâíèìè çíèçó. Îêðåñëåíî êëàñ òàêèõ âiäîáðàæåíü, äîñëiäæåíî îñíîâíi ¨õâëàñòèâîñòi òà íàâåäåíî ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç ç iíøèìè êëàñàìè íàïiâíåïåðåðâíèõ çíèçóâiäîáðàæåíü. Âñi áàçîâi ïîëîæåííÿ iëþñòðîâàíî ìîäåëüíèìè ïðèêëàäàìè.1 Îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà ïîïåðåäíi ðåçóëüòàòè.Íåõàé X òà Y � ïàðà äiéñíèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ. Íåõàé Y ¹ òîïîëîãi÷íî äâî¨ñòèìïðîñòîðîì äî ñåïàðàáåëüíîãî íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó V . Íàäiëèìî ïðîñòið X òîïîëîãi¹þíîðìè ‖·‖X , à ïðîñòið Y ∗-ñëàáêîþ òîïîëîãi¹þ τ = σ(Y ; V ), âiäïîâiäíî. ßê âiäîìî, òîïî-ëîãiÿ íîðìè ‖·‖Y â Y íå ¹ óçãîäæåíîþ ç äâî¨ñòiñòþ. Îòæå, çàìêíåíà îïóêëà ìíîæèíà â Y¹, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, íåçàìêíåíîþ â ∗-ñëàáêié òîïîëîãi¨. Äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè
A ïðîñòîðó Y ÷åðåç intτ A òà clτ A áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨¨ âíóòðiøíiñòü òà çàìèêàííÿ âiä-íîñíî τ -òîïîëîãi¨, âiäïîâiäíî. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü ïàð {(xn, yn)}n ⊂ X×Y

µ-çáiãà¹òüñÿ â X × Y äî ïàðè (x0, y0), ÿêùî xn → x0 ñèëüíî â X, yn
τ
→ y0 â Y .Îçíà÷åííÿ 1. Ìíîæèíó A ⊂ X × Y • áóäåìî íàçèâàòè ñåêâåíöiàëüíî µ-çàìêíåíîþ,ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ¨¨ åëåìåíòiâ {(xn, yn)}n∈N

âñi ¨¨ ÷àñòêîâi ãðàíèöi òà-êîæ íàëåæàòü A.Íåõàé Λ � îïóêëèé τ -çàìêíåíèé çàãîñòðåíèé êîíóñ â Y . Çàãîñòðåíiñòü êîíóñà îçíà-÷à¹, ùî Λ+(−Λ) = {0Y }. Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî ïðîñòið Y ¹ ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèìçà êîíóñîì Λ. Ïðè öüîìó âiäíîøåííÿ ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó, ÿêå ïîðîäæåíå êîíóñîì Λ,



� ÍÀÏIÂÍÅÏÅ�Å�ÂÍI ÇÍÈÇÓ ÂIÄÎÁ�ÀÆÅÍÍß ÒÀ �Õ ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI 3áóäåìî ïîçíà÷àòè ÿê �Λ. Îòæå, åëåìåíòè y, z ïðîñòîðó Y çíàõîäÿòüñÿ ó âiäíîøåííi
y �Λ z, ÿêùî z ∈ y + Λ.Îçíà÷åííÿ 2. Åëåìåíò z ∈ Y íàçèâà¹òüñÿ òî÷íîþ íèæíüîþ ãðàííþ ìíîæèíè A ⊂
Y (äàëi z = infΛ A), ÿêùî: 1) z �Λ y, ∀y ∈ A; 2) ç òîãî, ùî w �Λ y äëÿ äåÿêîãî w ∈ Yòà ∀y ∈ A, âèïëèâà¹: w �Λ z. Åëåìåíò z ∈ Y íàçèâà¹òüñÿ Λ-ìiíiìàëüíèì åëåìåíòîììíîæèíè A ⊂ Y , ÿêùî (z − Λ) ∩ A = z.Çàóâàæèìî, ùî, íà âiäìiíó âiä ñêàëÿðíîãî âèïàäêó, â ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíèõ ïðî-ñòîðàõ òî÷íà íèæíÿ ãðàíü ìíîæèíè ìîæå íå íàëåæàòè ¨¨ çàìèêàííþ â îáðàíié òî-ïîëîãi¨. Äiéñíî, íåõàé Y = R2 i Λ = R2

+ � êîíóñ äîäàòíèõ åëåìåíòiâ â R2. Íåõàé
A = {(0, 2) , (2, 0)}. Òîäi, ëåãêî áà÷èòè, ùî infR2

+
A = (0, 0).Îçíà÷åííÿ 3. Áóäåìî êàçàòè, ùî ìíîæèíà A ⊂ Y îáìåæåíà çâåðõó (çíèçó) çà êîíó-ñîì Λ, ÿêùî iñíó¹ åëåìåíò b ∈ Y òàêèé, ùî a �Λ b, ∀a ∈ A (a �Λ b, ∀a ∈ A).Îçíà÷åííÿ 4. [4℄ Ìíîæèíà âñiõ Λ-ìiíiìàëüíèõ åëåìåíòiâ ìíîæèíè A ∈ Y íàçèâà¹-òüñÿ å�åêòèâíèì Λ-ìiíiìóìîì ìíîæèíè A i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê Λ−Min A.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç {−∞Λ} òà {+∞Λ} ïàðó íåâëàñíèõ åëåìåíòiâ ïðîñòîðó Y , ÿêi çàäî-âîëüíÿþòü óìîâó: −∞Λ �Λ y �Λ +∞Λ, ∀y ∈ Y . Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî (+∞Λ) +

(−∞Λ) = 0Y . Íåõàé Y • � íàïiâðîçøèðåíèé ïðîñòið Y ∪ {+∞Λ}. Òîäi Y • çàëèøà¹òüñÿíîðìîâàíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî ïîêëàñòè ‖+∞Λ‖Y = +∞ òà y + α (+∞Λ) = +∞Λ, ∀y ∈
Y, ∀α ∈ R+.ßêùî ìíîæèíà A ⊂ Y íå ¹ îáìåæåíîþ çíèçó çà êîíóñîì, òî áóäåìî ââàæàòè, ùî
infΛ A = −∞Λ.Îçíà÷åííÿ 5. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {yn}y∈N

ç ïðîñòîðó Y τ -çáiãà¹òüñÿäî åëåìåíòà {−∞Λ}, ÿêùî infΛ {yn}n∈N
= −∞Λ.Ñóòò¹âèì ðîçøèðåííÿì ïîíÿòòÿ å�åêòèâíîãî Λ-ìiíiìóìà ¹ íàñòóïíà êîíöåïöiÿ:Îçíà÷åííÿ 6. [4℄ Å�åêòèâíèì Λτ -ìiíiìóìîì ìíîæèíè A ⊂ Y íàçèâà¹òüñÿ ìíîæè-íà Λ-ìiíiìàëüíèõ åëåìåíòiâ çàìèêàííÿ ìíîæèíè A â òîïîëîãi¨ τ , ó ðàçi êîëè âîíà íå¹ ïîðîæíüîþ, i {−∞Λ} â iíøîìó âèïàäêó:

Λτ −Min A =

{
Λ−Min (clτ A) , Λ−Min (clτ A) 6= ∅

{−∞Λ} , â iíøîìó âèïàäêó. (1)Íåõàé X∂ � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó X, à f : X∂ → Y � äîâiëüíå âiäîáðà-æåííÿ. Íåõàé {yn}n∈N
� ïîñëiäîâíiñòü â ïðîñòîði Y . Ìíîæèíó âñiõ ¨¨ ÷àñòêîâèõ ãðàíèöüâ τ -òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó Y áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç Lτ {yn}. Îòæå, ÿêùî y ∈ Lτ {yn}, òîiñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {yni
}i∈N

⊂ {yn}n òàêà, ùî yni

τ
→ y â Y ïðè i→∞.Äëÿ äîâiëüíîãî f : X∂ → Y òà �iêñîâàíî¨ òî÷êè x0 ∈ X∂ ââåäåìî äî ðîçãëÿäóìíîæèíó:

Lµ (f, x0) :=
⋃

{xk}k∈N
∈M(x0)

Lτ {f (xk)} , (2)äå ÷åðåç M (x0) ïîçíà÷åíî ñóêóïíiñòü âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé {xk}k∈N
⊂ X∂ , ÿêi ñèëüíîçáiãàþòüñÿ äî x0 â ïðîñòîði X.



4 À. Â. ÄÎÂÆÅÍÊÎ, Ï. I. ÊÎ�ÓÒßê âèïëèâà¹ ç íàâåäåíèõ âèùå îçíà÷åíü, äëÿ âiäîáðàæåííÿ f , ÿêå íåîáìåæåíå çíè-çó çà êîíóñîì â îêîëi äåÿêî¨ òî÷êè x0, ìíîæèíà Lµ (f, x0) ìiñòèòü íåâëàñíèé åëåìåíò
{−∞Λ}. Íàäàëi áóäü-ÿêå âiäîáðàæåííÿ f : X∂ → Y áóäåìî ïîâ'ÿçóâàòè ç éîãî ðîçøèðåí-íÿì f̂ : X → Y • íà âåñü ïðîñòið X çà ïðàâèëîì

f̂(x) =

{
f(x), x ∈ X∂,

+∞Λ, x 6∈ X∂.Îçíà÷åííÿ 7. Áóäåìî êàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y • ¹ îáìåæåíèì çíèçó(çâåðõó) â òî÷öi x0, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ çáiæíî¨ äî x0 ïîñëiäîâíîñòi {xn}n∈N
âiäïîâiäíàïîñëiäîâíiñòü çíà÷åíü {f (xn)}n∈N

¹ îáìåæåíîþ çíèçó(çâåðõó) çà êîíóñîì.2 Âëàñòèâiñòü íàïiâíåïåðåðâíîñòi òà ¨¨ óçàãàëüíåííÿÂ öüîìó ïàðàãðà�i íàâåäåìî êîðîòêèé îãëÿä íàéáiëüø âiäîìèõ ïîíÿòü òà ðåçóëü-òàòiâ, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç óçàãàëüíåííÿì êîíöåïöi¨ íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó (íí.çí.) äëÿâåêòîðíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü f : X → Y •. Íåõàé f : X → Y • � äîâiëüíå âiäîáðàæåí-íÿ. Ïîâ'ÿæåìî ç íèì éîãî íàäãðà�iê
epif := {(x, y) ∈ X × Y • |f(x) �Λ y} . (3)ßê âiäîìî, êîíöåïöiÿ íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó ñêàëÿðíèõ �óíêöié òiñíî ïîâ'ÿçàíà çâëàñòèâiñòþ çàìêíåíîñòi ¨õ íàäãðà�iêiâ, à ñàìå �óíêöiÿ f : X → R ∪ {+∞} ¹ íí.çí.òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ íàäãðà�iê ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. Ïðîòå, ïîäiáíå òâåðäæåííÿäëÿ âèïàäêó âåêòîðíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü f : X → Y • ¹, çàãàëîì, õèáíèì. Áiëüøå òîãî,óçàãàëüíåííÿ êîíöåïöi¨ íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó íà âèïàäîê âiäîáðàæåíü, ÿêi äiþòü â÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíi âåêòîðíi ïðîñòîðè, ¹ íåîäíîçíà÷íèì. Äî íàéáiëüø âiäîìèõ òàêèõóçàãàëüíåíü ìîæíà âiäíåñòè íàñòóïíi:Îçíà÷åííÿ 8. [9℄ Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y • íàçèâà¹òüñÿ ñåêâåíöiàëüíî íàïiâíåïåðåð-âíèì çíèçó (ñê.íí.çí.) â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî y �Λ f (x0) òà äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}n∈N
⊆ X, ÿêà ñèëüíî çáiãà¹òüñÿ äî x0, iñíó¹ τ -çáiæíà äî yïîñëiäîâíiñòü {yk}k∈N

⊂ Y òàêà, ùî yk �Λ f (xk) ∀k ∈ N.Îçíà÷åííÿ 9. [5℄ Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y • íàçèâà¹òüñÿ êâàçi-íàïiâíåïåðåðâíèìçíèçó (êâ.-íí.çí.) â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî b ∈ Y òàêîãî, ùî b �Λ f (x0),iñíó¹ òàêèé îêië O(x0) åëåìåíòà x0 â ñèëüíié òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó X, â ÿêîìó b �Λ

f(x) ∀x ∈ O(x0).Îçíà÷åííÿ 10. [4℄ Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y • íàçèâà¹òüñÿ Λτ -íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçóâ òî÷öi x0 (âiäíîñíî ñèëüíî¨ òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó X), ÿêùî f(x0) ∈ Λτ−lim inf
x→x0

f(x). Òóò÷åðåç Λτ − lim inf
x→x0

f(x) ïîçíà÷åíî Λτ -íèæíþ ãðàíèöþ âiäîáðàæåííÿ f : X → Y • â òî÷öi
x0 ∈ X, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ çà ïðàâèëîì

Λτ − lim inf
x→x0

f(x) :=

{
Lµ

min(f, x0), Lµ
min(f, x0) 6= ∅,

Λτ −Min Lµ(f, x0), Lµ
min(f, x0) = ∅,

(4)äå
Lµ

min(f, x0) := {y∗ ∈ Lµ(f, x0) : (y∗ − Λ) ∩ f(X) ∈ {∅, y∗}} . (5)



� ÍÀÏIÂÍÅÏÅ�Å�ÂÍI ÇÍÈÇÓ ÂIÄÎÁ�ÀÆÅÍÍß ÒÀ �Õ ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI 5Íàäàëi áóäåìî îïóñêàòè iíäåêñ τ â îçíà÷åííi Λ-íí.çí., ìàþ÷è íà óâàçi ∗-ñëàáêó òî-ïîëîãiþ ïðîñòîðó Y .Îçíà÷åííÿ 11. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y • íàçèâà¹òüñÿ ñê.íí.çí. (âiäïîâiäíî, êâ.-íí.çí. òà Λ-íí.çí.) íà X, ÿêùî f ñê.íí.çí. (âiäïîâiäíî, êâ.-íí.çí. òà Λ-íí.çí.) â êîæ-íié òî÷öi ïðîñòîðó X.Íàâåäåìî ïåðåëiê íàéáiëüø âàãîìèõ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi ñòîñóþòüñÿ îçíà÷åíèõ âèùåïîíÿòü (äèâ., íàïð., [4℄, [8℄, [10℄).1. ßêùî Y = R i Λ = R≥, òî ïîíÿòòÿ ñê.íí.çí., êâ.-íí.çí. òà Λ-íí.çí. òîòîæíi êëà-ñè÷íîìó îçíà÷åííþ íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó äëÿ ñêàëÿðíèõ �óíêöié f : X →
R ∪ {+∞};2. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y • � ñê.íí.çí. â òî÷öi x0 ∈ X, òî âîíî ¹ êâàçi-íí.çí.â öié òî÷öi;3. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f ñê.íí.çí. â òî÷öi x0 ∈ X, òî âîíî ¹ Λ-íí.çí. â x0;4. Âëàñòèâîñòi Λ- òà êâàçi-íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó â òî÷öi x0 ∈ X äëÿ âiäîáðàæåííÿ
f íå ãàðàíòóþòü éîãî ñåêâåíöiàëüíó íàïiâíåïåðåðâíiñòü çíèçó â öié òî÷öi;5. Âiäîáðàæåííÿ f ¹ êâ.-íí.çí. òîäi i òiëüêè òîäi êîëè äëÿ êîæíîãî b ∈ Y ìíîæèíà
{x ∈ X : f(x) ≤ b} ¹ ñèëüíî çàìêíåíîþ â X;6. Íàäãðà�iê ñåêâåíöiàëüíî íàïiâíåïåðåðâíîãî çíèçó âiäîáðàæåííÿ f ¹ ñåêâåíöiàëüíî
µ-çàìêíåíèì, ïðîòå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ¹ õèáíèì;7. ßêùî íàäãðà�iê epif âiäîáðàæåííÿ f : X → Y • ¹ ñåêâåíöiàëüíî µ-çàìêíåíèì,òî f � êâ.-íí.çí. âiäîáðàæåííÿ, ïðîòå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå ëèøå çàóìîâè, êîëè êîíóñ Λ ìà¹ íåïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü.Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíîãî âiäîáðàæåííÿ f ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ñïiââiäíîøåííÿìiæ íàâåäåíèìè êîíöåïöiÿìè ñåêâåíöiàëüíî¨ íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó òà âëàñòèâiñòþñåêâåíöiàëüíî¨ µ-çàìêíåíîñòi éîãî íàäãðà�iêà: "Λ-íí.çí." ← "ñê.íí.çí." → "ñåêâåí-öiàëüíà µ-çàìêíåíiñòü íàäãðà�iêà" intΛ 6=∅

⇆ "êâ.-íí.çí." .Äëÿ iëþñòðàöi¨ òâåðäæåííÿ ç ïóíêòó 7, íàâåäåìî ïðèêëàä êâàçi-íàïiâíåïåðåðâíîãîçíèçó âiäîáðàæåííÿ, íàäãðà�iê ÿêîãî íå ¹ çàìêíåíèì.Ïðèêëàä 1. Íåõàé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið l∗2 ÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíî çà êîíóñîì íåâiä'¹ì-íèõ åëåìåíòiâ Λ = {(x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ l∗2|xi ≥ 0, ∀i ∈ N}. Ëåãêî áà÷èòè, ùî êîíóñ Λìà¹ ïîðîæíþ âíóòðiøíiñòü ÿê â ñèëüíié, òàê i â ∗-ñëàáêié òîïîëîãi¨ ïðîñòîðó l∗2.�îçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f : R→ l∗2, ÿêå çàäàíå ïðàâèëîì
f(x) =






0l∗
2
, |x| ≥ 1,

(0, 0, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .) 1
2n+1

≤ |x| ≤ 1
2n

, n ∈ N

(
1
2
, 0, 0, . . .

)
, x = 0,

+∞Λ, â iíøîìó âèïàäêó. (6)Îñêiëüêè âëàñòèâiñòü êâ.íí. çíèçó äëÿ f ó òî÷êàõ x 6= 0 ¹ î÷åâèäíîþ, òî ðîçãëÿíå-ìî âèïàäîê, êîëè x = 0. Ïîêàæåìî, ùî â öüîìó âèïàäêó äëÿ äîâiëüíîãî b �Λ f(0) =
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(

1
2
, 0, 0, . . .

) iñíó¹ îêië òî÷êè 0: On(0) =
(
− 1

n
, 1

n

), íà ÿêîìó b �Λ f(On(0)). Äiéñíî, ïðè-ïóñòèâøè îáåðíåíå, äëÿ äîâiëüíîãî íîìåðà n0 ∈ N çíàéäåòüñÿ åëåìåíò y0 ∈
(
− 1

n0
, 1

n0

)òàêèé, ùî b �Λ f (y0). Çà ïîáóäîâîþ ìà¹ìî: f (y0) = (0, 0, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n(y0)

, 0, . . .). Òîäi çíàéäå-òüñÿ îêië On1
(0) =

(
− 1

n(y0)+1
, 1

n(y0)+1

) òàêèé, ùî (0, 0, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n(y0)

, 0, . . .) 6∈ f (On1
(0)). Îòæåâ öüîìó îêîëi ïîâèííà iñíóâàòè òî÷êà y1 òàêà, ùî f (y1) = (0, 0, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n(y1)

, 0, . . .) �Λ b,äå n (y1) > n (y0). Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, ïðèõîäèìî äî íàñòóïíî¨ ïîñëiäîâíîñòiåëåìåíòiâ ïðîñòîðó l∗2:
{

(0, 0, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n(yi)

, 0, . . .)
}

i=0,1,...
äå n (yi)→∞ ïðè i→∞. (7)Îñêiëüêè åëåìåíò b ∈ l∗2 ïîâèíåí áóòè áiëüøèì çà êîíóñîì Λ àíiæ óñi åëåìåíòè öi¹¨ïîñëiäîâíîñòi, òî öå îçíà÷à¹, ùî êîìïîíåíòè âåêòîðà b = (b0, b1, b2, . . .) ¹ íåâiä'¹ìíèìè÷èñëàìè òà òàêèìè, ùî

bn(yi) ≥ 1, ∀i ∈ N. (8)Îá'¹äíóþ÷è (7) òà (8), îòðèìó¹ìî lim sup
k→∞

b2
k ≥ 1, ùî îçíà÷à¹: ðÿä ∞∑

k=1

b2
k ¹ ðîçáiæíèì.Îòæå, åëåìåíò b íå íàëåæèòü ïðîñòîðó l∗2, òîáòî âèõiäíå ïðèïóùåííÿ áóëî õèáíèì.Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ f ¹ êâ.-íí.çí. íà R.Òåïåð ïîêàæåìî, ùî íàäãðà�iê âiäîáðàæåííÿ f íå ¹ ñåêâåíöiàëüíî µ-çàìêíåíèìâ ñåíñi îçíà÷åííÿ 1. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {(

1
2n

, f
(

1
2n

))}
n∈N
⊂ epi f.Îñêiëüêè

1

2n
→ 0 ïðè n→ +∞, f

(
1

2n

)
= (0, 0, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n

, 0, . . .)
τ
→ 0l∗

2
ïðè n→ +∞,òî ïàðà (

0, 0l∗2

)
∈ R × l∗2 ¹ µ-ãðàíèöåþ îçíà÷åíî¨ ïîñëiäîâíîñòi. Ïðîòå 0l∗

2
�Λ f(0) =(

1
2
, 0, 0, . . .

). Îòæå, (
0, 0l∗2

) íå íàëåæèòü íàäãðà�iêó âiäîáðàæåííÿ f , ùî i ïîòðiáíîáóëî âñòàíîâèòè.Çàóâàæåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ f , ÿêå çàäàíå ïðàâèëîì (6), íå ¹ Λ-íí.çí. â òî÷öi 0.Äiéñíî, âèõîäÿ÷è ç îçíà÷åííÿ íèæíüî¨ ãðàíèöi (äèâ. (4)), ìà¹ìî Λτ−lim inf
x→0

f(x) =
{
0l∗

2

}.Ïðîòå, f(0) =
(

1
2
, 0, 0, . . .

). Òàêèì ÷èíîì, âëàñòèâiñòü êâàçi-íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó äëÿâiäîáðàæåííÿ f ùå íå ãàðàíòó¹ éîãî Λ-íàïiâíåïåðâíîñòi çíèçó â öié òî÷öi.3 Ïîíÿòòÿ epi-íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçóÍåõàé f : X → Y • � äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ, i íåõàé ïðîñòîðè X òà Y íàäiëåíi,âiäïîâiäíî, ñèëüíîþ òà ∗-ñëàáêîþ òîïîëîãiÿìè. Áåðó÷è äî óâàãè îçíà÷åííÿ 2 òà êîí-ñòðóêöiþ (2), ââåäåìî äî ðîçãëÿäó íàñòóïíå ïîíÿòòÿ:



� ÍÀÏIÂÍÅÏÅ�Å�ÂÍI ÇÍÈÇÓ ÂIÄÎÁ�ÀÆÅÍÍß ÒÀ �Õ ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI 7Îçíà÷åííÿ 12. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y • áóäåìî íàçèâàòè epi-íàïiâíåïåðåðâíèìçíèçó (epi-íí.çí.) â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî
f (x0) = infΛ Lµ (f, x0) . (9)Ó âèïàäêó, êîëè ñïiââiäíîøåííÿ (9) âèêîíó¹òüñÿ â óñiõ òî÷êàõ x0 ïðîñòîðó X, áóäåìîêàçàòè, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y • ¹ epi-íí.çí. íà X.Çàóâàæåííÿ. Íåõàé Y = R i Λ = R≥. Òîäi ç (9) ìà¹ìî

infΛ Lµ (f, x0) = lim inf
x→x0

f (x) . (10)Îòæå, â ñêàëÿðíîìó âèïàäêó ïîíÿòòÿ epi-íí.çí. åêâiâàëåíòíå ïîíÿòòþ êëàñè÷íî¨ ñå-êâåíöiàëüíî¨ íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó. Òàêèì ÷èíîì, âíàñëiäîê çàçíà÷åíèõ âèùå âëàñ-òèâîñòåé, óñi ÷îòèðè íàâåäåíèõ â ðîáîòi êîíöåïöi¨ íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó ( ñê.íí.çí.,êâ.-íí.çí., Λ-íí.çí., òà epi-íí.çí.) çáiãàþòüñÿ ó ñêàëÿðíîìó âèïàäêó.Äî õàðàêòåðíèõ âëàñòèâîñòåé epi-íí.çí. âiäîáðàæåíü âàðòî âiäíåñòè íàñòóïíi (äèâòåîðåìè 1 òà 2), ÿêi íå ìàþòü ñâîãî ïðÿìîãî àíàëîãó äëÿ âiäîáðàæåíü iíøîãî òèïó.Òåîðåìà 1. Íåõàé f : X → Y • � äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ, íàäãðà�iê ÿêîãî epif ¹ ñå-êâåíöiàëüíî µ-çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ â X × Y . Òîäi f : X → Y • � epi-íí.çí. íà
X.Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî îáåðíåíå. Òîäi çíàéäåòüñÿ òî÷êà x0 ∈ X òàêà, ùî

f (x0) 6= infΛ Lµ (f, x0) . (11)Öå îçíà÷à¹, ùî ìîæíà âêàçàòè ïîñëiäîâíiñòü {xn}n∈N
⊂ X, äëÿ ÿêî¨ ñïðàâåäëèâî íàñòó-ïíå:

xn → x0, f (xn)
τ
→ f ∗, f ∗ �Λ f (x0) . (12)Çà ïîáóäîâîþ ìà¹ìî: (xn, f (xn)) ∈ epi f äëÿ âñiõ n ∈ N. Ïðè öüîìó (xn, f (xn))

µ
→

(x0, f
∗). Ïðîòå, ÿê âèïëèâà¹ ç (12), (x0, f

∗) 6∈ epi f , ùî ñóïåðå÷èòü µ-çàìêíåíîñòi íàä-ãðà�iêà. Îòæå, çðîáëåíå ïðèïóùåííÿ áóëî õèáíèì, ùî i äîâîäèòü òåîðåìó.Ââåäåìî ðÿä äîïîìiæíèõ ïîíÿòü.Îçíà÷åííÿ 13. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y • áóäåìî íàçèâàòè ëîêàëüíî îáìåæåíèìçíèçó çà êîíóñîì Λ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x0 ∈ X çíàéäóòüñÿ îêië O(x0) òàåëåìåíò b ∈ Y òàêi, ùî b �Λ f(x), ∀x ∈ O(x0).Îçíà÷åííÿ 14. [3℄ Íîðìó ‖ · ‖Y â ïðîñòîði Y íàçèâàþòü Λ-ìîíîòîííîþ, ÿêùî äëÿäîâiëüíèõ åëåìåíòiâ y, z ∈ Y ç íåðiâíîñòi 0Y �Λ y �Λ z âèïëèâà¹ ‖y‖Y ≤ ‖z‖Y .Îçíà÷åííÿ 15. [6℄ Íåõàé Θ � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà äiéñíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
Z. Òîäi

cor (Θ) := {ȳ ∈ Θ |∀y ∈ Z ∃ᾱ > 0 : ȳ + αy ∈ Θ, ∀α ∈ [0, ᾱ]} (13)íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íîþ âíóòðiøíiñòþ ìíîæèíè Θ.



8 À. Â. ÄÎÂÆÅÍÊÎ, Ï. I. ÊÎ�ÓÒÒâåðäæåííÿ 1. Íåõàé äiéñíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið Y ÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíî çà êîíó-ñîì Λ, ÿêèé ìà¹ íåïîðîæíþ àëãåáðà¨÷íó âíóòðiøíiñòü. Òîäi â ïðîñòîði Y çíàéäåòüñÿïîñëiäîâíiñòü {bn}
∞
n=1 ⊂ Y , äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü

∞⋃

n=1

(bn + Λ) = Y. (14)Äîâåäåííÿ. Íåõàé b0 � äîâiëüíèé ïðåäñòàâíèê ìíîæèíè cor Λ. Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü
{bn}

∞
n=1 çà ïðàâèëîì

bn = −n · b0, n ∈ N. (15)Âèõîäÿ÷è ç âèõiäíèõ ïðèïóùåíü òà îçíà÷åííÿ 15, äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Y çíàéäåòüñÿ÷èñëî α > 0 òàêå, ùî b0 + α · y ∈ Λ äëÿ âñiõ α ∈ [0, α]. Îòæå, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíàiìïëiêàöiÿ
b0 + α · y �Λ 0Y =⇒ α · y �Λ −b0 =⇒ n · α · y �Λ −n · b0 ∀n ∈ N. (16)Â ñèëó äîâiëüíîñòi n, çíàéäåòüñÿ n0, äëÿ ÿêîãî 1

n0
∈ [0, α]. Çâiäñè îòðèìó¹ìî

y �Λ −n0 · b0, (17)à îòæå y �Λ −n · b0 ∀n ≥ n0, ùî i ïîòðiáíî áóëî âñòàíîâèòè.Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ òâåðäæåííÿ 1. Òîäi áóäü-ÿêå epi-íí.çí. âiäîáðàæåííÿ f : X → Y • ¹ ëîêàëüíî îáìåæåíèì çíèçó çà êîíóñîì.Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî îáåðíåíå, à ñàìå iñíó¹ òî÷êà x0 ∈ X, â îêîëi ÿêî¨ âiäîáðàæåííÿ
f íå ¹ îáìåæåíèì çíèçó çà êîíóñîì Λ. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó On(x0) òî÷êè x0 òàäîâiëüíîãî b ∈ Y çíàéäåòüñÿ åëåìåíò xn ∈ On(x0), äëÿ ÿêîãî f(xn) �Λ b. Ïîáóäó¹ìîïîñëiäîâíiñòü {bn}

∞
n=1 ⊂ Y çà ïðàâèëîì (15). Íåõàé {On(x0)}

∞
n=1 � ìîíîòîííà (çà âêëþ-÷åííÿì On+1(x0) ⊂ On(x0) ) ïîñëiäîâíiñòü îêîëiâ òî÷êè x0 , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

On(x0)→ {x0} ïðè n→∞ (â ñåíñi Êóðàòîâñüêîãî).Â ñèëó âèõiäíèõ ïðèïóùåíü, äëÿ êîæíîãî n ∈ N çíàéäåòüñÿ òî÷êà xn ∈ On(x0), äëÿÿêî¨ f(xn) �Λ bn. ßñíî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {xn}
∞
n=1 çáiãà¹òüñÿ äî x0. Ïðîòå âiäïîâiäíàïîñëiäîâíiñòü {f(xn)}∞n=1 íå ¹ îáìåæåíîþ çíèçó çà êîíóñîì. Äiéñíî, ÿêùî á iñíóâàâåëåìåíò y∗ ∈ Y òàêèé, ùî y∗ �Λ f(xn) ∀n ∈ N, òî çà ïîáóäîâîþ ïîñëiäîâíîñòi {bn}

∞
n=1çíàéäåòüñÿ íîìåð n0, ïðè ÿêîìó bn �Λ y∗ äëÿ âñiõ n > n0. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî f(xn) �Λ

y∗. Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü {f(xn)}∞n=1 íå îáìåæåíà çíèçó çà êîíóñîì. Öå îçíà÷à¹, ùî ¨¨ãðàíèöåþ ¹ íåâëàñíèé åëåìåíò −∞Λ. Ïðîòå öåé �àêò ñóïåðå÷èòü âëàñòèâîñòi epi-íí.çí.âiäîáðàæåííÿ f . Òèì ñàìèì òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.Âñþäè äàëi â äàíié ðîáîòi áóäåìî ââàæàòè, ùî êîíóñ Λ, ÿêèé çàäà¹ ÷àñòêîâèé ïîðÿ-äîê íà ïðîñòîði Y , ìà¹ íåïîðîæíþ àëãåáðà¨÷íó âíóòðiøíiñòü.Òåîðåìà 2. Íåõàé íîðìà ‖ · ‖Y ïðîñòîðó Y ¹ Λ-ìîíîòîííîþ. Íåõàé f : X → Y • �
epi-íí.çí. âiäîáðàæåííÿ. Òîäi éîãî íàäãðà�iê epif ¹ ñåêâåíöiàëüíî µ-çàìêíåíîþ ïiäìíî-æèíîþ â X × Y .Çàóâàæåííÿ. Óìîâà ìîíîòîííîñòi íîðìè íå ¹ íàäòî îáìåæëèâèì ïðèïóùåííÿì.Íàïðèêëàä, íåõàé íà ïðîñòîðàõ C(Ω) òà Lp(Ω) ïðè p ≤ 2, äå Ω � îáìåæåíà âiäêðèòàìíîæèíà, çàäàíî ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê, ÿêèé ïîðîäæåíî âiäïîâiäíèìè êîíóñàìè Λ íå-âiä'¹ìíèõ åëåìåíòiâ. Òîäi íîðìè â öèõ ïðîñòîðàõ ¹ Λ-ìîíîòîííèìè (äèâ., íàïð., [6℄).



� ÍÀÏIÂÍÅÏÅ�Å�ÂÍI ÇÍÈÇÓ ÂIÄÎÁ�ÀÆÅÍÍß ÒÀ �Õ ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI 9Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî îáåðíåíå, à ñàìå, íåõàé çà çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü ìíîæèíà epi fíå ¹ ñåêâåíöiàëüíî µ-çàìêíåíîþ. Òîäi
∃ {(xn, yn)}n∈N

∈ epi f òàêà, ùî (xn, yn)
µ
→ (x0, y0) 6∈ epi f. (18)Îòæå, ðîçêðèâàþ÷è çìiñò âèðàçó (18), ìà¹ìî:

xn → x0 ñèëüíî â X, yn
τ
→ y0 â Y ; (19)

f (xn) �Λ yn, äëÿ âñiõ n ∈ N; (20)
f (x0) �Λ y0. (21)Â ñèëó (19)2, ïîñëiäîâíiñòü {yn}n∈N
¹ îáìåæåíîþ çà íîðìîþ ïðîñòîðó Y , òîáòî

∃ c > 0 : sup
n∈N

‖yn‖Y ≤ c. (22)Îêðiì öüîãî, áåðó÷è äî óâàãè çáiæíiñòü (19)1 òà îáìåæåíiñòü çíèçó çà êîíóñîì Λ(äèâ.òâåðäæåííÿ 2), ìà¹ìî: iñíó¹ åëåìåíò b ∈ Y òà íîìåð n0 òàêi, ùî
b �Λ f (xn) , ∀n > n0. (23)Òîäi Λ-ìîíîòîííiñòü íîðìè ïðîñòîðó Y òà íåðiâíîñòi (23), (18) i (20) çàáåçïå÷óþòü îáìå-æåíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {f(xn)}∞n=n0
çà íîðìîþ ïðîñòîðó Y . Â ðåçóëüòàòi, çàëó÷èâøè òå-îðåìó Áàíàõà-Àëàîãëó, ç ïîñëiäîâíîñòi {f(xn)}∞n=n0

ìîæíà âèäiëèòè τ -çáiæíó ïiäïîñëi-äîâíiñòü (çáåðåæåìî äëÿ íå¨ ïîïåðåäíi ïîçíà÷åííÿ). Íåõàé f ∗ ¹ τ -ãðàíèöåþ îáðàíî¨ïiäïîñëiäîâíîñòi. Çà ïîáóäîâîþ ìà¹ìî f ∗ ∈ Lµ (f, x0). Îñêiëüêè Λ � çàìêíåíèé îïó-êëèé êîíóñ, òî ïåðåéøîâøè â (20) äî ãðàíèöi ïðè n→∞, îòðèìà¹ìî f ∗ � y0, ùî â êóïiç (21) äà¹: f (x0) � f ∗. Îòæå, f (x0) 6= infΛ Lµ (f, x0), ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ ùîäî
epi-íí.çí. âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi x0. Òèì ñàìèì, òåîðåìà äîâåäåíà.4 Ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç êîíöåïöié íàïiâíåïåðåðâíîñòiÏðîâåäåìî òåïåð ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç íàâåäåíèõ â ðîáîòi ïîíÿòü íàïiâíåïåðåðâíîñòiçíèçó òà epi-íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó. ßê i ðàíiøå, áóäåìî ââàæàòè, ùî áàíàõiâ ïðîñòið
Y íàäiëåíî ∗-ñëàáêîþ òîïîëîãi¹þ τ i ÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíî îïóêëèì çàãîñòðåíèì τ -çàìêíåíèì êîíóñîì Λ. Íåõàé f : X → Y • � äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ, òà íåõàé x0 �äîâiëüíà òî÷êà ìíîæèíè X òàêà, ùî f(x0) ≺Λ +∞Λ.Òåîðåìà 3. ßêùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y • ¹ ñê.íí.çí. â òî÷öi x0, òî f ¹ epi-íí.çí.â öié òî÷öi.Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî îáåðíåíå, à ñàìå, íåõàé f íå ¹ epi-íí.çí. â òî÷öi x0. Â öüîìóâèïàäêó ìà¹ìî: f (x0) 6= infΛ Lµ (f, x0). Îòæå, iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {x∗

n}n∈N
⊂ X, ÿêà çái-ãà¹òüñÿ äî x0, i òàêà, ùî âiäïîâiäíà ¨é ïîñëiäîâíiñòü çíà÷åíü {f (x∗

n)}n∈N
áóäå τ -çáiãàòèñÿäî f ∗ ∈ Y , äå f ∗ �Λ f (x0).Ïðîòå, çà îçíà÷åííÿì ñåêâåíöiàëüíî¨ íàïiâíåïåðåðâíîñòíi çíèçó â òî÷öi x0, ìà¹ìî:äëÿ äîâiëüíîãî y �Λ f (x0) i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn}n∈N
∈ X, ÿêà ñèëüíîçáiãà¹òüñÿ äî x0, iñíó¹ τ -çáiæíà äî y ïîñëiäîâíiñòü {yn}n∈N

⊂ Y , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
yn �Λ f (xn), ∀n ∈ N.
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n}n∈N

. Òîäi xn → x0. Ïðîòå, äëÿ áóäü-ÿêî¨ τ -çáiæíî¨ïîñëiäîâíîñòi {yn}n∈N
⊂ Y , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó yn �Λ f (xn) ∀n ∈ N, ¨¨ ãðàíèöÿáóäå ìåíøîþ çà êîíóñîì íiæ f ∗ (äèâ. [3℄). �àçîì ç òèì, y �Λ f ∗. Îòæå, íå ìà¹ æîäíî¨

τ -çáiæíî¨ äî y ïîñëiäîâíîñòi {yn}n∈N
⊂ Y , ÿêà á çàäîâîëüíÿëà óìîâó yn �Λ f (xn),

∀n ∈ N. Òèì ñàìèì, ïîðóøó¹òüñÿ ñåêâåíöiàëüíà íàïiâíåïåðåðâíiñòü çíèçó âiäîáðàæåííÿ
f â òî÷öi x0. Òàêèì ÷èíîì, âèõiäíå ïðèïóùåííÿ áóëî õèáíèì, ùî i äîâîäèòü òåîðåìó.Çàóâàæèìî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó îáåðíåíå òâåðäæåííÿ äî òåîðåìè 3 ¹ õèáíèì,òîáòî ç epi-íí.çí. âiäîáðàæåííÿ f íå âèïëèâà¹ âëàñòèâiñòü ñê.íí.çí. Íàâåäåìî òåïåðóìîâè, çà ÿêèõ ìà¹ ìiñöå iìïëiêàöiÿ: epi-íí.çí.⇒ êâ.-íí.çí..Òåîðåìà 4. Íåõàé íîðìà ‖ · ‖Y ïðîñòîðó Y ¹ Λ-ìîíîòîííîþ. Íåõàé f : X → Y • �
epi-íí.çí. â òî÷öi x0 ∈ X âiäîáðàæåííÿ. Òîäi f : X → Y • ¹ êâàçi-íàïiâíåïåðåðâíèìçíèçó â x0 ∈ X.Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî îáåðíåíå, à ñàìå íåõàé çà çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü âiäîáðàæåííÿ
f : X → Y • íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó êâ.-íí.çí. â òî÷öi x0 ∈ X. Òîäi çíàéäåòüñÿ åëåìåíò
b ∈ Y òàêèé, ùî b �Λ f (x0) i â áóäü-ÿêîìó îêîëi òî÷êè x0 iñíó¹ åëåìåíò x∗, íà ÿêîìó
b �Λ f (x∗). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìîæíà âèáðàòè çáiæíó äî x0 ïîñëiäîâíiñòü {xn}n∈N

, äëÿÿêî¨ âiäïîâiäíà ïîñëiäîâíiñòü çíà÷åíü {f (xn)}n∈N
¹ ìåíøîþ çà êîíóñîì íiæ åëåìåíò b. Içëîêàëüíî¨ îáìåæåíîñòi çíèçó âiäîáðàæåííÿ f (äèâ. òâåðäæåííÿ 2) âèïëèâà¹, ùî ïîñëi-äîâíiñòü {f (xn)}n∈N

¹ îáìåæåíîþ çíèçó çà êîíóñîì. Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâiñòü ìîíîòîí-íîñòi íîðìè ïðîñòîðó Y öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {f (xn)}n∈N
îáìåæåíà çà íîðìîþïðîñòîðó Y . Òîäi, çà òåîðåìîþ Áàíàõà-Àëàîãëó, ç íå¨ ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü

{f (xni
)}i∈N

òàêó, ùî f (xni
)

τ
→ f ∗. Ïðîòå, ãðàíèöÿ öi¹¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi f ∗ áóäå íå áiëü-øîþ çà êîíóñîì íiæ f (x0): f ∗ �Λ f (x0) . Îòæå f (x0) 6= infΛ Lµ (f, x0), ùî ñóïåðå÷èòü

epi-íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi x0 ∈ X. Òàêèì ÷èíîì, çðîáëåíåïðèïóùåííÿ áóëî õèáíèì, ùî i äîâîäèòü òåîðåìó.Íàñàìêiíåöü, ïîðiâíÿ¹ìî âëàñòèâîñòi epi� òà Λ-íàïiâíåïåïåðâíîñòi çíèçó.Òåîðåìà 5. Ç epi-íí.çí. âiäîáðàæåííÿ f : X → Y • âèïëèâà¹ éîãî Λ-íí.çí.Äîâåäåííÿ. Íåõàé Lµ
min(f, x0) 6= ∅. Òîäi, çà îçíà÷åííÿì ìíîæèíè Lµ

min(f, x0) (äèâ. (5))òà âëàñòèâiñòþ epi-íí.çí. â òî÷öi x0 ∈ X âiäîáðàæåííÿ f , ìà¹ìî:
Lµ

min(f, x0) = infΛ Lµ (f, x0) = f (x0) .Âíàñëiäîê ëîêàëüíî¨ îáìåæåíîñòi çíèçó âèõiäíîãî âiäîáðàæåííÿ (äèâ. òâåðäæåííÿ 2),âèêîíó¹òüñÿ óìîâà: infΛ Lµ (f, x0) 6= −∞Λ. Îñêiëüêè åëåìåíò f (x0) ¹ òî÷íîþ íèæíüîþìåæåþ ìíîæèíè Lµ (f, x0), òî âií ¹ å�åêòèâíèì ìiíiìóìîì çàìèêàííÿ öi¹¨ ìíîæèíè(äèâ. îçíà÷åííÿ 2 òà 6). Îòæå, f (x0) ∈ Λτ −Min Lµ(f, x0). Òàêèì ÷èíîì
f (x0) ∈ Λτ − lim inf

x
σ
→x0

f(x) :=

{
Lµ

min(f, x0), Lµ
min(f, x0) 6= ∅,

Λτ −Min Lµ(f, x0), Lµ
min(f, x0) = ∅,

,ùî i äîâîäèòü Λ-íí.çí. âiäîáðàæåííÿ f â òî÷öi x0.Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ äî òåîðåìè 5 ¹ õèáíèì â çàãàëüíîìó âèïàäêó. Äëÿ iëþñòðàöi¨öüîãî �àêòó íàâåäåìî òàêèé ïðèêëàä:
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≥, à âiäîáðàæåííÿ f : R→ R2 çàäàíå ïðàâèëîì

f(x) =
[
−x

2

]
, ÿêùî x ∈ [−3,−1), f(−1) =

[
2
1

]
, f(x) = +∞Λ iíàêøå.ßê ïîêàçàíî â ðîáîòi [4℄, öå âiäîáðàæåííÿ ¹ Λ-íí.çí. íà R. Ïðîòå ëåãêî áà÷èòè, ùîâîíî âòðà÷à¹ âëàñòèâiñòü epi-íí.çí. â òî÷öi x0 = −1, îñêiëüêè

infΛ Lµ (f,−1) = infΛ

{[
2
1

]
,
[

1
2

]}
=

[
1
1

]
6= f (−1) .5 Âëàñòèâîñòi epi-íí.çí. âiäîáðàæåíüÌåòîþ äàíîãî ðîçäiëó ¹ îòðèìàòè óìîâè, çà ÿêèõ epi-íí.çí. âiäîáðàæåííÿ óòâîðþþòüêîíóñ â ïðîñòîði âiäîáðàæåíü F = {f : X → Y •}, äå X � äiéñíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið,à Y � áàíàõiâ ïðîñòið, ÿêèé íàäiëåíî ∗-ñëàáêîþ òîïîëîãi¹þ τ i ÷àñòêîâî óïîðÿäêîâàíîîïóêëèì çàãîñòðåíèì τ -çàìêíåíèì êîíóñîì Λ. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äî-áóòîê äîâiëüíîãî äîäàòíüîãî äiéñíîãî ÷èñëà íà epi-íí.çí. âiäîáðàæåííÿ òà ñóìà äâîõ

epi-íí.çí. âiäîáðàæåíü ¹ epi-íí.çí. âiäîáðàæåííÿìè.Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé f : X → Y • � epi-íí.çí. íà X âiäîáðàæåííÿ. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî äiéñíîãî ÷èñëà α > 0 âiäîáðàæåííÿ αf ¹ òàêîæ epi-íí.çí. íà X.Äîâåäåííÿ. Çà âèõiäíèìè ïðèïóùåííÿìè ìà¹ìî: f (x) = infΛ Lµ (f, x) ∀x ∈ X. Öå îçíà-÷à¹, ùî f (x) �Λ f ∗, ∀f ∗ ∈ Lµ (f, x). Îòæå, αf (x) �Λ αf ∗, ∀f ∗ ∈ Lµ (f, x), òà ∀α >

0 ∈ R. Çàóâàæèâøè ïðè öüîìó, ùî Lµ (αf, x) = αLµ (f, x), îòðèìó¹ìî: αf (x) �Λ g,
∀g ∈ Lµ (αf, x), ∀α > 0 ∈ R. Òàêèì ÷èíîì, αf ¹ epi-íí.çí. âiäîáðàæåííÿì, ùî i ïîòðiáíîáóëî âñòàíîâèòè.Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé íîðìà ‖ · ‖Y ïðîñòîðó Y ¹ Λ-ìîíîòîííîþ. Òîäi ñóìà äâîõ epi-íí.çí.âiäîáðàæåíü ¹ epi-íí.çí. âiäîáðàæåííÿì.Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî îáåðíåíå. Òîäi çíàéäóòüñÿ epi-íí.çí. âiäîáðàæåííÿ f : X → Y •òà g : X → Y • òàêi, ùî (f + g) (x0) 6= infΛ Lµ (f + g, x0). Îòæå iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü
{xn}n∈N

⊂ X ç íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:
xn → x0, (f + g) (xn)

τ
→ h∗, (24)

h∗ �Λ (f + g) (x0) = f (x0) + g (x0) . (25)Ïðè öüîìó ¹ ìîæëèâèìè äâà âèïàäêè: àáî ïîñëiäîâíîñòi {f (xn)}n∈N
òà {g (xn)}n∈N

¹îäíî÷àñíî τ -çáiæíèìè, àáî öi ïîñëiäîâíîñòi τ -ðîçáiãàþòüñÿ. �îçãëÿíåìî ïåðøèé ç íèõ.Òîäi, çà epi-íàïiâíåïåðåðâíiñòþ çíèçó âiäîáðàæåíü f òà g, ìà¹ìî:
h∗ = τ − lim

xn

σ
→x0

f (xn) + τ − lim
xn

σ
→x0

g (xn) �Λ f (x0) + g (x0) ,ùî ñóïåðå÷èòü (25).�îçãëÿíåìî òåïåð äðóãèé âèïàäîê, à ñàìå, íåõàé îáèäâi ïîñëiäîâíîñòi {f (xn)}n∈N
,

{g (xn)}n∈N
τ -ðîçáiãàþòüñÿ, ïðîòå ¨õ ñóìà {(f + g) (xn)}n τ -çáiãà¹òüñÿ äî åëåìåíòà h∗.



12 À. Â. ÄÎÂÆÅÍÊÎ, Ï. I. ÊÎ�ÓÒßêùî ïðè öüîìó õî÷à á îäíà ç ïîñëiäîâíîñòåé {f (xn)}n∈N
àáî {g (xn)}n∈N

¹ íåîáìå-æåíîþ çà íîðìîþ ïðîñòîðó Y , òî ç Λ-ìîíîòîííîñòi íîðìè ïðîñòîðó Y òà ëîêàëüíî¨îáìåæåíîñòi çíèçó çà êîíóñîì âiäîáðàæåíü f òà g (äèâ. òâåðäæåííÿ 2) âèïëèâà¹, ùîïîñëiäîâíiñòü {(f + g) (xn)}n òàêîæ áóäå íåîáìåæåíîþ çà íîðìîþ. À îòæå, âîíà íå áóäå
τ -çáiæíîþ, ùî ñóïåðå÷èòü (24). Òàêèì ÷èíîì, îáèäâi ç ïîñëiäîâíîñòåé {f (xn)}n∈N

òà
{g (xn)}n∈N

¹ îáìåæåíèìè â ïðîñòîði Y . Òîäi, çà òåîðåìîþ Áàíàõà-Àëàîãëó çíàéäåòüñÿïiäïîñëiäîâíiñòü {xnk
}

k∈N
⊂ {xn}n∈N

òàêà, ùî âiäïîâiäíi ïîñëiäîâíîñòi {f (xnk
)}

k∈N
òà

{g (xnk
)}

k∈N
áóäóòü ∗-ñëàáêî çáiæíèìè. Îòæå, âíàñëiäîê (24), τ -ãðàíèöåþ ïiäïîñëiäîâ-íîñòi {(f + g) (xnk

)}
k∈N

áóäå òàêîæ åëåìåíò h∗. Òîäi
h∗ = τ − lim

k→∞
(f (xnk

) + g (xnk
)) = τ − lim

k→∞
f (xnk

)+

+ τ − lim
k→∞

g (xnk
) �Λ (âíàñëiäîê epi-íí.çí. f òà g) �Λ f (x0) + g (x0) , (26)ùî çíîâó æ ñóïåðå÷èòü (25). Òàêèì ÷èíîì, âèõiäíå ïðèïóùåííÿ áóëî õèáíèì, ùî iïîòðiáíî áóëî ïîêàçàòè. Ëiòåðàòóðà1. Êîãóò Ï. I. Äî ïèòàííÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ çàäà÷ âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ // Ï. I. Êîãóò , I. Â. Íå÷àé //Âiñíèê ÄÍÓ, Ñåð. Ìàòåìàòèêà, 2008. � Ò.16, � 6/1. � Ñ. 149�154.2. Êîãóò Ï. I. Ïðî ñêàëÿðèçàöiþ îäíîãî êëàñó çàäà÷ âåêòîðíî¨ îïòèìiçàöi¨ â áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ //Ï. I. Êîãóò , I. Â. Íå÷àé //Ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è èí�îðìàòèêè, 2008. � � 6. � Ñ. 42�56.3. Êðàñíîñåëüñêèé Ì. À. Ïîçèòèâíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû: ìåòîä ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ. /Ì. À. Êðàñíîñåëüñêèé, Å. À. Ëè�øèö, À. Â. Ñîáîëåâ // Ì. : Íàóêà. �ë. ðåä. �èç.-ìàò. ëèò., 1985. �256 ñ.4. Íå÷àé I. Â. Ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü òà ðåãóëÿðèçàöiþ çàäà÷ íåñêàëÿðíî¨ îïòèìiçàöi¨ â áàíàõîâèõ ïðî-ñòîðàõ / I. Â. Íå÷àé // Äèñ. íà çäîá. â÷åí. ñòóï. ê.�.-ì.í.,Äíiïðîïåòðîâñüê:ÄÍÓ, 2009.5. Finet C., Quarta L., Troestler C.Vetor-value Variational Priniples, Preprint ♯4, January 19, Institutede Math�ematique et d'Informatique, Universit�e de Mons-Hainaut, 2001.6. Jahn J. Vetor Optimization. Theory, Appliations, and Extensions, Springer-Verlag, Berlin, 2004.7. Kogut P. I., Manzo R., Nehay I. V. Topologial aspets of salarization in vetor optimization problems,J. Inequalities in Pure and Appl. Math, 2009 (to appear).8. Lu D. T. Theory of Vetor Optimization, Springer-Verlag, New York, 1989.9. Mansour M. A., Metrane A., Théra M. Lower semiontinuous regularization for vetor-valued mappings,Rapport de reherhe, Université de Limoges, 2004.10. Penot J. P., Th�era M. Semiontinuous mappings in general topology, Arh. Math., 38(1982), 158�166.Ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íèé �àêóëüòåò,Äíiïðîïåòðîâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò,p.kogut�i.ua Íàäiéøëî ?


