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∗∗ Äíiïðîïåòðîâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò, êà�åäðà äè�åðåíöiàëüíèõðiâíÿíü, âóë. Êîçàêîâà, 18/14, ÄÍÓ, 49010 Äíiïðîïåòðîâñüê, E-mail: p.kogut�i.ua�îçãëÿäàþòüñÿ ïèòàííÿ êëàñè�iêàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷äëÿ âèðîäæåíèõ ëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òà äà¹òüñÿ äåÿêå ¨õ çàñòîñóâàí-íÿ äî òåîði¨ îïòèìàëüíèõ ñèñòåì.Êëþ÷îâi ñëîâà. Âèðîäæåíi ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ, ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè, âàðiàöiéíi ðîçâ'ÿçêè,âàãîâi ïðîñòîðè Ñîáîë¹âà, òåîðåìè iñíóâàííÿ.1. ÂñòóïÎñíîâíèì îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ äàíî¨ ðîáîòè âèñòóïà¹ ïî÷àòêîâî êðàé-îâà çàäà÷à ç îäíîðiäíîþ óìîâîþ Äiðiõëå íà ìåæi îáëàñòi äëÿ ëiíiéíîãî ïà-ðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ. Õàðàêòåðíîþ ðèñîþ îçíà÷åíî¨ çàäà÷i ¹ òîé �àêò, ùîóìîâà ðiâíîìiðíî¨ åëiïòè÷íîñòi äëÿ ãîëîâíîãî îïåðàòîðà íå âèêîíó¹òüñÿ. Âçâ'ÿçêó ç öèì, çàëó÷åííÿ êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ äî ïðîáëåìè ðîçâ'ÿçíîñòiòàêèõ çàäà÷ ñòà¹ íåìîæëèâèì. Âèõîäÿ÷è ç ìiðêóâàíü, ÿêi íàâåäåíi â ðîáî-òàõ [5, 6℄, äà¹òüñÿ êëàñè�iêàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ çàäà÷ â ïðîñòîði Ñîáîë¹âà
L2(0, T ;W 1,1

0 (Ω)). Çîêðåìà, ââîäÿòüñÿ òàêi ïîíÿòòÿ ÿê ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè, V -ðîçâ'ÿçêè òà âàðiàöiéíi ðîçâ'ÿçêè ïî÷àòêîâî êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ âèðîäæåíèõïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü. Âñòàíîâëåíî, ùî ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè, ÿê ïðàâèëî, ¹ íå¹-äèíèìè, íà âiäìiíó âiä V -ðîçâ'ÿçêiâ. Öÿ îáñòàâèíà, ÿê ïîêàçàíî íà ïðèêëà-äi îäíi¹¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ â êîå�iöi¹íòàõ, ïðèâíîñèòü äîñèòüíåñïîäiâàíó äîäàòêîâó ií�îðìàöiþ ïðî ÿêiñíi õàðàêòåðèñòèêè ìíîæèíè îï-òèìàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.2. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ òà ïîïåðåäíi �àêòèÍåõàé R
N � N -âèìiðíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið; x = (x1, . . . , xN ) � äîâiëü-íèé éîãî ïðåäñòàâíèê; Ω� îáìåæåíà âiäêðèòà ïiäìíîæèíà R

N ç äîñòàòíüîðåãóëÿðíîþ ìåæåþ ∂Ω; Ω � çàìèêàííÿ ìíîæèíè Ω, òîáòî Ω = Ω ∪ ∂Ω.Ñèìâîëîì Dαy(x), äå α = (α1, . . . , αN ) � íåâiä'¹ìíèé ìóëüòèiíäåêñ, áóäå-ìî ïîçíà÷àòè âiäïîâiäíó ïîõiäíó �óíêöi¨ y = y(x), òîáòî
Dαy(x) =

(
∂

∂x1

)α1

. . .

(
∂

∂xN

)αN

y(x).© I. �. Áàëàíåíêî, Ï. I. Êîãóò, 2011



2 I. �. ÁÀËÀÍÅÍÊÎ, Ï. I. ÊÎ�ÓÒÍåõàé Cm
0 (Ω) � áàíàõiâ ïðîñòið, ÿêèé óòâîðåíèé m ðàçiâ íåïåðåðâíî äè-�åðåíöiéîâíèìè â Ω �óíêöiÿìè ç êîìïàêòíèìè â Ω íîñiÿìè i íîðìà â ÿêîìóçàäà¹òüñÿ ïðàâèëîì

‖y‖Cm
0

(Ω) =
∑

|α|≤m

sup
x∈Ω

|Dαy(x)| ,äå |α| = α1 + . . .+ αN . Íàäàëi ÷åðåç C∞
0 (Ω) áóäåìî ïîçíà÷àòè ëîêàëüíî îïóê-ëèé ïðîñòið óñiõ íåñêií÷åííî äè�åðåíöiéîâíèõ �óíêöié ç êîìïàêòíèìè íîñiÿ-ìè â Ω i íàçèâàòè éîãî ïðîñòîðîì �iíiòíèõ àáî òåñòîâèõ �óíêöié.Äëÿ äîâiëüíîãî p ≤ 1 ÷åðåç Lp(Ω) áóäåìî ïîçíà÷àòè áàíàõiâ ïðîñòið óñiõâèìiðíèõ íà Ω �óíêöié, ÿêi iíòåãðîâíi íà Ω â ñòåïåíi p (òóò âèìiðíiñòü òàiíòåãðîâíiñòü ðîçóìiþòüñÿ â ñåíñi Ëåáåãà). Çàóâàæèìî, ùî �iíiòíi �óíêöi¨

C∞
0 (Ω) óòâîðþþòü ùiëüíó ïiäìíîæèíó â Lp(Ω) ïðè âñiõ p: 1 ≤ p < +∞.Íåõàé y, v ∈ L1(Ω) � äîâiëüíà ïàðà �óíêöié. Êàæóòü, ùî v ∈L1(Ω) ¹ñëàáêîþ ïîõiäíîþ ïîðÿäêó α �óíêöi¨ y ∈ L1(Ω), i ïîçíà÷àþòü ¨¨ ÿê Dαy = v,ÿêùî ∫

Ω

yDαϕdx = (−1)|α|
∫

Ω

vϕdx ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω).Íàäàëi, ÿêùî âåêòîð ~v = [v1, . . . , vN ] ∈ L1(Ω, RN ) ¹ ãðàäi¹íòîì �óíêöi¨ y ∈

L1(Ω) ó ñëàáêîìó ñåíñi (àáî, ùî àíàëîãi÷íî, ó ñåíñi ðîçïîäiëåíü), òî áóäåìîïîçíà÷àòè éîãî ÿê ∇y(x).Íåõàé 1 ≤ p < +∞ òà k ≥ 0 ¹ äîâiëüíèìè �iêñîâàíèìè âåëè÷èíàìè.Òîäi ÷åðåç W k,p(Ω) áóäåìî ïîçíà÷àòè ïðîñòið Ñîáîë¹âà, ÿêèé óòâîðåíèé óñiìà�óíêöiÿìè y ∈ Lp(Ω), äëÿ ÿêèõ ¹ ñêií÷åíîþ íîðìà
‖y‖W k,p(Ω) =



∫

Ω

∑

|α|≤k

|Dαy(x)|p dx




1/p

. (2.1)Ó âèïàäêó, êîëè p = 2, áóäåìî çàëó÷àòè ïîçíà÷åííÿ Hk(Ω) = W k,2(Ω) (k =
0, 1, . . . ). Ïðè öüîìó çàóâàæèìî, ùî H0(Ω) = L2(Ω). Òóò çàëó÷åííÿ ëiòåðè
H ïðîäèêòîâàíî òèì, ùî Hk(Ω) ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì âiäíîñíî îïåðàöi¨ñêàëÿðíîãî äîáóòêó

(y1, y2)Hk(Ω) =
∑

|α|≤k

∫

Ω

Dαy1(x)Dαy2(x)dx.Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ïðîñòîðè Ñîáîë¹âà ¹ ñåïàðàáåëüíèìè áàíàõîâèìè ïðî-ñòîðàìè âiäíîñíî íîðìè (2.1), ÿêi äî òîãî æ ¹ ðå�ëåêñèâíèìè, ÿêùî 1 < p <
+∞.×åðåç W k,p

0 (Ω) áóäåìî ïîçíà÷àòè çàìèêàííÿ ìíîæèíè C∞
0 (Ω) çà íîðìîþ

‖ · ‖W k,p(Ω). Íåõàé Hp
0 (Ω) = W 1,p

0 (Ω). Îòæå, ÿêùî y ∈ Hp
0 (Ω), òî y|∂Ω = 0, äåîñòàííþ ðiâíiñòü âàðòî ðîçóìiòè ÿê çíà÷åííÿ îïåðàòîðó ñëiäó íà ìåæi îáëàñòi

Ω.



Ï�Î ÊËÀÑÈÔIÊÀÖIÞ �ÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÂÈ�ÎÄÆÅÍÈÕ ÏÀ�ÀÁÎËI×ÍÈÕ �IÂÍßÍÜ 33. Âàãîâi ïðîñòîðè Ñîáîë¹âàÍåõàé ïðè êîæíîìó i ∈ {0, . . . , N} ρi � íåâiä'¹ìíà �óíêöiÿ íà Ω ⊂ R
Nòàêà, ùî ρi > 0 ìàéæå ñêðiçü (ì.ñ.) íà Ω, i ïðè öüîìó

ρi ∈ L1(Ω), ρ−1
i ∈ L1(Ω). (3.1)Îçíà÷åííÿ 1. Áóäåìî êàçàòè, ùî ρi(x) ¹ âèðîäæåíîþ âàãîâîþ �óíêöi¹þ íà

Ω, ÿêùî: ρi(x) > 0 ì.ñ. íà Ω, ρi : Ω → R çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.1) i ïðè öüîìó
ρi + ρ−1

i /∈ L∞(Ω).Ïîêëàäåìî ρ(x) = (ρ0(x), . . . , ρN (x)), äå ρi � âèðîäæåíi âàãîâi �óíêöi¨ óñåíñi îçíà÷åííÿ 1. Óòîòîæíèìî êîæíó �óíêöiþ ρi ç ìiðîþ �àäîíà íà Ω, òîáòîäëÿ äîâiëüíî¨ âèìiðíî¨ ìíîæèíè E ⊂ Ω ïîêëàäåìî ρi(E) =
∫
E

ρi(x) dx. Íàãà-äà¹ìî, ùî íåâiä'¹ìíîþ ìiðîþ �àäîíà íà Ω íàçèâàþòü íåâiä'¹ìíó ìiðó Áîðå-ëÿ, ÿêà ¹ ñêií÷åíîþ íà êîæíié êîìïàêòíié ìíîæèíi. Ïðîñòið óñiõ íåâiä'¹ìíèõìið �àäîíà íà Ω áóäåìî ïîçíà÷àòè ÿê M+(Ω). ßê âiäîìî, M+(Ω) ìîæíà óòî-òîæíèòè ç äóàëüíèì ïðîñòîðîì äî ïðîñòîðó C0(Ω), â ÿêîìó Ω � âiäêðèòàîáìåæåíà ìíîæèíà.Ç êîæíèì çíà÷åííÿì i ∈ {0, . . . , N} ïîâ'ÿæåìî âàãîâèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið
L2(Ω, ρi dx) âèìiðíèõ �óíêöié f : Ω → R, äëÿ ÿêèõ

‖f‖2
L2(Ω,ρ dx) = (f, f)L2(Ω,ρ dx) =

∫

Ω
f2ρ dx < +∞.×åðåç W 1,2(Ω; ρ dx) (ñêîðî÷åíî Wρ), äå ρ = (ρ0, ρ1, . . . , ρN ), ïîçíà÷èìî ìíî-æèíó óñiõ �óíêöié y ∈ W 1,1(Ω), äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

ρ0y
2 ∈ L1(Ω), ρi|Diy|

2 ∈ L1(Ω), ∀ i ∈ {1, . . . , N} ,äå Diy = ∂y/∂xi ¹ ïîõiäíèìè â ñåíñi ðîçïîäiëåíü. Íåõàé âiäîáðàæåííÿ ‖ · ‖ρ :
Wρ → R îçíà÷åíî çà ïðàâèëîì

‖y‖ρ =

(
N∑

i=1

∫

Ω
|Diy(x)|2ρi(x) dx +

∫

Ω
y2(x)ρ0(x) dx

)1/2

∀ y ∈ Wρ. (3.2)Îñêiëüêè, çà íåðiâíiñòþ Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, ìàþòü ìiñöå îöiíêè
(∫

Ω
|y(x)| dx

)2

≤

∫

Ω
y2(x)ρ0(x) dx

∫

Ω
ρ−1
0 (x) dx, (3.3)

(∫

Ω
|Diy(x)| dx

)2

≤

∫

Ω
|Diy(x)|2ρi(x) dx

∫

Ω
ρ−1

i (x) dx ∀ i ∈ {1, . . . , N} (3.4)òî ‖ · ‖ρ ¹ íîðìîþ â Wρ. Ïðè öüîìó, ÿê áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç (3.3), ïðî-ñòið Wρ ¹ ïîâíèì âiäíîñíî íîðìè ‖ · ‖ρ. Íàäàëi Wρ áóäåìî íàçèâàòè âàãîâèìïðîñòîðîì Ñîáîë¹âà.Îñêiëüêè òèïîâèì ïðåäñòàâíèêîì âèðîäæåíèõ âàãîâèõ �óíêöié ¹ �óíêöiÿ
ρ : Ω → R, äå

ρ(x) =

{
|x|, ÿêùî x1x2 < 0,
|x|−1, ÿêùî x1x2 ≥ 0,

Ω =
{
x ∈ R

2 : |x|R2 < 1
}

,



4 I. �. ÁÀËÀÍÅÍÊÎ, Ï. I. ÊÎ�ÓÒòî ëåãêî áà÷èòè, ùî ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ
y(·) = η(·)u(·) ∈ Wρ, (3.5)äå η ∈ C∞

0 (Ω), η(0) = 1, à �óíêöiÿ u = u(x) â ïîëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ çàäà¹òüñÿïðàâèëîì
u(x) =





1, ÿêùî x1 > 0, x2 > 0,
sin θ, ÿêùî x1 < 0, x2 > 0,
0, ÿêùî x1 < 0, x2 < 0,
cos θ, ÿêùî x1 > 0, x2 < 0.�àçîì ç òèì �óíêöiÿ (3.5) â äîâiëüíîìó îêîëi òî÷êè (0, 0) ïðèéìà¹ ðiçíiçíà÷åííÿ çi ñòîðîíè ïåðøîãî òà òðåòüîãî îòðàíòó. Îòæå, �óíêöiþ (3.5) íåìîæíà íàáëèçèòè â Wρ æîäíîþ ç �óíêöié êëàñó C∞

0 (Ω). Íàâåäåíå çàóâàæåí-íÿ ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî êëàñ C∞
0 (Ω) íå ¹ ùiëüíèì â ïðîñòîði Wρ âiäíîñíîíîðìè ‖ · ‖ρ. Â çâ'ÿçêó ç öèì îçíà÷èìî ùå îäèí âàãîâèé ïðîñòið Ñîáîë¹âà

Hρ = H(Ω; ρ dx) ÿê çàìèêàííÿ ìíîæèíè C∞
0 (Ω) çà íîðìîþ ‖ · ‖ρ. ßñíî, ùîçà ïîïåðåäíiìè ìiðêóâàííÿìè (äèâ. îöiíêó (3.3)), ìíîæèíà Hρ ¹ áàíàõîâèìïðîñòîðîì âiäíîñíî íîðìè, iíäóâàíî¨ íîðìîþ ‖ · ‖ρ. Ïîêëàäåìî

Cρ = max
0≤i≤N

(∫

Ω
ρ−1

i (x) dx

)1/2

.Òîäi, âèõîäÿ÷è ç îöiíîê òèïó (3.3) òà êîìïàêòíîñòi âêëàäåííÿ W 1,1
0 (Ω) →֒

L1(Ω), ëåãêî ïåðåâiðèòè ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó:Òåîðåìà 1. Íåõàé ρ(x) = (ρ0(x), ρ1(x), . . . , ρN (x)) óòâîðþ¹ íàáið âèðîäæå-íèõ âàãîâèõ �óíêöié â ñåíñi îçíà÷åííÿ 1. Òîäi:(i) ìà¹ ìiñöå âêëþ÷åííÿ Hρ ⊂ W 1,1
0 (Ω) i ïðè öüîìó

‖y‖W 1,1(Ω) ≤ Cρ‖y‖ρ ∀ y ∈ Hρ;(ii) ÿêùî yk → y ñëàáêî â Hρ, òîáòî
lim

k→∞

[∫

Ω
ykϕρ0 dx +

∫

Ω

N∑

i=1

Diykϕiρi dx

]
=

=

∫

Ω
yϕρ0 dx +

∫

Ω

N∑

i=1

Diyϕiρi dx ∀ϕ,ϕ1, . . . , ϕN ∈ C∞
0 (Ω),òî yk → y ñèëüíî â L1(Ω);(iii) ñïðàâåäëèâî Hρ ⊆ Wρ, i ïðè öüîìó Hρ òà Wρ ¹ ãiëüáåðòîâèìè ïðîñòî-ðàìè âiäíîñíî îïåðàöi¨ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó

(y, v)ρ = (y, v)L2(Ω;ρ0 dx) +

N∑

i=1

(Diy,Div)L2(Ω;ρi dx) . (3.6)



Ï�Î ÊËÀÑÈÔIÊÀÖIÞ �ÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÂÈ�ÎÄÆÅÍÈÕ ÏÀ�ÀÁÎËI×ÍÈÕ �IÂÍßÍÜ 5Â ñèëó ðå�ëåêñèâíîñòi ïðîñòîðiâ Hρ òà Wρ, ìà¹ìî (H∗
ρ

)∗
= Hρ, (W ∗

ρ

)∗
=

Wρ, äå äóàëüíèé ïðîñòið H∗
ρ ìîæíà óòîòîæíèòè ç ïðîñòîðîì W−1,2(Ω, ρ∗ dx).
ρ∗ =

(
ρ−1
0 , ρ−1

1 , . . . , ρ−1
N

)
. (3.7)Ïðè öüîìó òèïîâèì ïðåäñòàâíèêîì ïðîñòîðó H∗
ρ ¹ íàñòóïíèé �óíêöiîíàë

F ∈ L(Hρ, R):
< F, y >H∗,ρ,Hρ=

∫

Ω
f0y dx +

N∑

i=1

∫

Ω
fiDiy dx ≤

≤

(∫

Ω
f2
0 ρ−1

0

)1/2

‖y‖L2(Ω;ρ0 dx) +

N∑

i=1

(∫

Ω
f2

i ρ−1
i

)1/2

‖Diy‖L2(Ω;ρi dx) ≤

≤
N∑

i=0

(∫

Ω
f2

i ρ−1
i

)1/2

‖y‖ρ,äå (f0, f1, . . . , fN ) ∈
∏N

i=0 L2(Ω; ρ−1
i dx). Ç iíøî¨ ñòîðîíè, çà òåîðåìîþ �iòöàïðî ïîäàííÿ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ �óíêöiîíàëiâ â ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ,äóàëüíèé ïðîñòið H∗

ρ ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì: ÿêùî g ∈

H∗
ρ , òî çíàéäåòüñÿ âåêòîð-�óíêöiÿ g = (g0, g1, . . . , gN ) ∈

∏N
i=0 L2(Ω : ρi dx)òàêà, ùî

〈F, y〉H∗

ρ ;Hρ
=

∫

Ω
g0yρ0 dx +

N∑

i=1

∫

Ω
giDiyρi dx ∀ y ∈ Hρ. (3.8)Ïðè öüîìó

‖F‖H∗
ρ

= inf





(
N∑

i=1

∫

Ω
|gi|

2ρi dx

)1/2

: äå gi çàáåçïå÷óþòü ïîäàííÿ (3.8) .Çàóâàæåííÿ 1. Òåîðåìó 1 ìîæíà óòî÷íèòè â íàñòóïíié ðåäàêöi¨ (äèâ., íàïð.,[3, . 46℄): íåõàé ρ0 ≡ 1 ìàéæå ñêðiçü íà Ω òà iñíó¹ ÷èñëî ν ∈ (N/2,+∞)òàêå, ùî ρ−ν ∈ L1(Ω). Òîäi, óìîâè (3.1) ãàðàíòóþòü ñïðàâåäëèâiñòü íàñòóïíèõòâåðäæåíü:(i) ïðàâèëî |[y]|ρ =
(∑N

i=1

∫
Ω ρi|Diy|

2 dx
)2 âèçíà÷à¹ íîðìó íà Hρ, ÿêà åêâi-âàëåíòíà íîðìi ‖ · ‖ρ;(ii) âêëàäåííÿ Hρ →֒ L2(Ω) ¹ íåïåðåðâíèì i êîìïàêòíèì.4. Êëàñè �óíêöié çi çíà÷åííÿìè â âàãîâèõ ïðîñòîðàõÍåõàé âàãîâà âåêòîð-�óíêöiÿ ρ(x) = (ρ0(x), . . . , ρN (x)) çàäîâîëüíÿ¹ óìî-âè:(i) ρi > 0 ì.ñ. íà Ω ∀ i = 0, 1, . . . , N ;



6 I. �. ÁÀËÀÍÅÍÊÎ, Ï. I. ÊÎ�ÓÒ(ii) ρi ∈ L1(Ω) ∀ i = 0, 1, . . . , N ;(iii) iñíó¹ ÷èñëî ν ∈
(

N
2 ,+∞

) òàêå, ùî ρ−ν
i ∈ L1(Ω) ∀ i = 0, 1, . . . , N .Îñêiëüêè ∫

Ω|ρi(x)|−1 dx ≤

(∫

Ω
|ρi(x)|−ν

)1/ν (∫

Ω
dx

)1/ν∗

, (4.1)äå ν∗ = ν/(ν − 1), òî ç óìîâ (i)�(iii) òà N ≥ 2 âèïëèâà¹, ùî
ρ−1

i ∈ L1(Ω) ∀ i = 0, 1, . . . , N.Îòæå, ρi(x) ¹ âèðîäæåíèìè âàãîâèìè �óíêöiÿìè íà Ω â ñåíñi îçíà÷åííÿ 1.ßê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, ïðîñòið C∞
0 (Ω) íå ¹ â çàãàëüíîìó âèïàäêó ùiëü-íèì â âàãîâîìó ïðîñòîði Ñîáîë¹âà Wρ, ùî îçíà÷à¹ Hρ ⊆ Wρ, Wρ \ Hρ 6= ∅.Íåõàé Vρ (Hρ ⊆ Vρ ⊆ Wρ) � äîâiëüíèé ïðîìiæíèé ïðîñòið. Äëÿ éîãî ïîáó-äîâè äîñèòü ñêîðèñòàòèñÿ íàñòóïíèì ïðàâèëîì: îáðàòè äîâiëüíèé åëåìåíò

g ∈ Wρ \ Hρ i ïîêëàñòè Vρ ÿê çàìèêàííÿ ëiíiéíî¨ îáîëîíêè, íàòÿãíóòî¨ íà
Hρ ∪ {g}, âiäíîñíî íîðìè iíäóêîâàíî¨ ‖ · ‖ρ. ßñíî, ùî Vρ ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðî-ñòîðîì i äëÿ áóäü-ÿêîãî F ∈ V ∗

ρ , çà òåîðåìîþ �iñà, çíàéäåòüñÿ íàáið
(f0, . . . , fN ) ∈

N∏

i=0

L2(Ω; ρi dx)òàêèé, ùî
〈F, y〉V ∗

ρ ;Vρ
= (f0, y)L2(Ω;ρ0 dx) +

N∑

i=1

(fi,Diy)L2(Ω;ρi dx) ,

‖F‖V ∗

ρ
=

(
N∑

i=0

‖fi‖
2
L2(Ω;ρi dx)

)1/2

.Çàóâàæåííÿ 2. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ç êîæíèì ðîçïîäiëåííÿì f ∈ L2(Ω; ρi dx)ìîæíà ïîâ'ÿçàòè åëåìåíò f̃i ∈ L2(Ω; ρ−1
i dx) òàêèé, ùî

‖f̃i‖L2(Ω;ρ−1

i dx) = ‖fi‖L2(Ω;ρi dx) ∀ i = 0, 1, . . . , N.Äiéñíî, ïîêëàâøè f̃i = fiρi, ìà¹ìî
∫

Ω

(
f̃i

)2
ρ−1

i dx =

∫

Ω
(fiρi)

2 ρ−1
i dx =

∫

Ω
f2

i ρi dx.Îòæå, íàáîðó (f0, . . . , fN ) ∈
∏N

i=0 L2(Ω; ρi dx) âiäïîâiäà¹ âåêòîð-�óíêöiÿ F ∗ =(
f̃0, . . . , f̃N

)
∈
∏N

i=0 L2(Ω; ρ−1
i dx) òàêà, ùî

〈F, y〉V ∗

ρ ;Vρ
=
(
f̃0, y

)

L2(Ω)
+

N∑

i=1

(
f̃i,Diy

)

L2(Ω)
∀ y ∈ Vρ.Íàâåäåíå ñïiââiäíîøåííÿ îçíà÷à¹, ùî äóàëüíèé ïðîñòið V ∗
ρ ìîæíà óòîòîæíè-òè ç äåÿêîþ íåïîðîæíüîþ ïiäìíîæèíîþ ïðîñòîðó W−1,2(Ω; ρ∗ dx) (äèâ. (3.7)).



Ï�Î ÊËÀÑÈÔIÊÀÖIÞ �ÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÂÈ�ÎÄÆÅÍÈÕ ÏÀ�ÀÁÎËI×ÍÈÕ �IÂÍßÍÜ 7Ïîâ'ÿæåìî ç êîæíèì ïðîñòîðîì Vρ ìíîæèíó �óíêöié u = u(t, x), äå
t ∈ [0, T ], x ∈ Ω i êîæíà ç ÿêèõ ìàéæå ñêðiçü íà [0, T ] ïðèéìà¹ çíà÷åííÿiç âàãîâîãî ïðîñòîðó Vρ. Òàêèì ÷èíîì, îçíà÷åíi �óíêöi¨ ìîæíà ðîçãëÿäàòèÿê �óíêöi¨ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà t iç çíà÷åííÿìè â Vρ:

u : [0, T ] → Vρ.Ó çâ'ÿçêó ç öèì âñþäè äàëi áóäåìî ïèñàòè u(t) òà u̇(t) çàìiñòü u(t, x) òà
∂
∂tu(t, x), âiäïîâiäíî. Öå îçíà÷à¹, ùî íà îçíà÷åíèé êëàñ �óíêöié ìîæíà ïî-øèðèòè îñíîâíi ïîíÿòòÿ òåîði¨ iíòåãðîâíîñòi çà Áîõíåðîì. Çîêðåìà, íåõàé
{Ei}

n
i=1 � äîâiëüíå äèç'þíêòèâíå ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [0, T ], òîáòî

[0, T ] =

n⋃

i=1

Ei; Ei ∩ Ej = ∅ ïðè i 6= jäå Ei � âèìiðíi çà Ëåáåãîì ìíîæèíè. Òîäi, �óíêöiþ u : [0, T ] → Vρ íàçèâà-òèìåìî ïðîñòîþ, ÿêùî çíàéäåòüñÿ íàáið åëåìåíòiâ u1, u2, . . . , un ∈ Vρ òàêèé,ùî
u(t) =

n∑

i=1

χEi
(t)ui, (4.2)äå ÷åðåç χEi

(t) ïîçíà÷åíî õàðàêòåðèñòè÷íi �óíêöi¨ ìíîæèí Ei ⊆ [0, T ].Îçíà÷åííÿ 2. Áóäåìî êàçàòè, ùî u : [0, T ] → Vρ ¹ âèìiðíîþ �óíêöi¹þ, ÿêùîçíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü ïðîñòèõ �óíêöié {uk : [0, T ] → Vρ}
∞
k=1 òàêà, ùî

‖u(t) − uk(t)‖Vρ → 0 ïðè k → ∞ ì. ñ. íà [0, T ].ßñíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ âèìiðíî¨ �óíêöi¨ u : [0, T ] → Vρ òà äîâiëüíîãîåëåìåíòà y∗ ∈ V ∗
ρ , âiäîáðàæåííÿ t 7→ 〈y∗, u(t)〉V ∗

ρ ;Vρ
¹ âèìiðíèì çà Ëåáåãîì íà

[0, T ]. Äî òîãî æ, äëÿ äîâiëüíî¨ ïðîñòî¨ �óíêöi¨ u : [0, T ] → Vρ ìîæíà ïîêëàñòè∫ T
0 u(t) dt =

∑n
i=1 |Ei|ui. Â ðåçóëüòàòi ïðèõîäèìî äî íàñòóïíîãî ïîíÿòòÿ:Îçíà÷åííÿ 3. Áóäåìî êàçàòè, ùî �óíêöiÿ f : [0, T ] → Vρ ¹ iíòåãðîâíîþ íà

[0, T ], ÿêùî çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü ïðîñòèõ �óíêöié {uk : [0, T ] → Vρ}
∞
k=1òàêà, ùî ∫ T

0
‖f(t) − uk(t)‖Vρ dt → 0 ïðè k → ∞.Ïðè öüîìó iíòåãðàë âiä f(t) íà [0, T ] ìîæíà îçíà÷èòè ÿê
∫ T

0
f(t) dt = lim

k→∞

∫ T

0
uk(t) dt.Òåïåð, ó ïîâíié àíàëîãi¨ äî âiäîìî¨ òåîðåìè Áîõíåðà, ìîæíà âñòàíîâèòèíàñòóïíèé ðåçóëüòàò:Òåîðåìà 2. Âèìiðíà �óíêöiÿ f : [0, T ] → Vρ ¹ iíòåãðîâíîþ íà [0, T ] òîäii òiëüêè òîäi, êîëè ¹ iíòåãðîâíîþ çà Ëåáåãîì íà [0, T ] ñêàëÿðíà �óíêöiÿ
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t 7→ ‖f(t)‖Vρ . Ïðè öüîìó

∥∥∥∥
∫ T

0
f(t) dt

∥∥∥∥
Vρ

≤

∫ T

0
‖f(t)‖Vρ dt, (4.3)

〈
y∗,

∫ T

0
f(t) dt

〉

V ∗

ρ ;Vρ

=

∫ T

0
〈y∗, f(t)〉V ∗

ρ ;Vρ
dt ∀ y∗ ∈ V ∗

ρ . (4.4)Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lp(0, T ;Vρ) ìíîæèíó âñiõ âèìiðíèõ �óíêöié y : [0, T ] →
Vρ òàêèõ, ùî

‖y‖Lp(0,T ;Vρ) =

(∫ T

0
‖y(t)‖p

Vρ
dt

)1/p ïðè 1 ≤ p ≤ +∞,

‖y‖L∞(0,T ;Vρ) = vrai sup
t∈[0,T ]

‖y(t)‖Vρ ïðè p = ∞.Òîäi Lp(0, T ;Vρ) óòâîðþþòü áàíàõîâi ïðîñòîðè ïðè 1 ≤ p ≤ +∞ âiäíîñíî íà-âåäåíèõ íîðì (äèâ. [2℄), à ïðîñòið L2(0, T ;Vρ) ¹ ãiëüáåðòîâèì âiäíîñíî îïåðàöi¨ñêàëÿðíîãî äîáóòêó
(y, f)L2(0,T ;Vρ) =

∫ T

0
(y(t), f(t))Vρ dtÂâåäåìî ïîíÿòòÿ ïîõiäíî¨ â ñåíñi ðîçïîäiëåíü äëÿ �óíêöié y : [0, T ] → Vρ.Îçíà÷åííÿ 4. Áóäåìî êàçàòè, ùî ẏ ∈ L1

loc(0, T ;V ∗
ρ ) ¹ ñëàáêîþ ïîõiäíîþ�óíêöi¨ y ∈ L1

loc(0, T ;Vρ), ÿêùî äëÿ âñiõ ϕ ∈ C∞
0 (0, T ) òà u ∈ Vρ ìà¹ ìiñ-öå ðiâíiñòü

∫ T

0
ϕ(t) 〈ẏ(t), u〉V ∗

ρ ;Vρ
dt = −

∫ T

0
ϕ̇(t) 〈y(t), u〉V ∗

ρ ;Vρ
dt. (4.5)�îçãëÿíåìî íàñòóïíèé �óíêöiîíàëüíèé ïðîñòið

W(0, T ;Vρ, V
∗
ρ ) =

{
y ∈ L2(0, T ;Vρ) : ẏ ∈ L2(0, T ;V ∗

ρ )
}

. (4.6)Ó âèïàäêó, êîëè V ∗
ρ â (4.5)�(4.6) ìîæíà çàìiíèòè íà Vρ, áóäåìî ïèñàòè

W(0, T ;Vρ, V
∗
ρ ) = H1(0, T ;Vρ) i íàçèâàòè H1(0, T ;Vρ) ïðîñòîðîì Ñîáîë¹âà�óíêöié y ∈ L2(0, T ;Vρ), ÷è¨ ïîõiäíi íàëåæàòü L2(0, T ;Vρ). Òîäi, ïðèéìàþ-÷è äî óâàãè çàóâàæåííÿ 1 òà òåîðåìó II.1.3 ç [2℄, ïðèõîäèìî äî íàñòóïíîãîðåçóëüòàòó:Òåîðåìà 3. Íåõàé ρ0(x) ≡ 1 i iñíó¹ ñòàëà ν ∈ (N/2,+∞) òàêà, ùî ρ−ν

i ∈
L1(Ω) ïðè âñiõ i = 1, 2, . . . , N . Íåõàé y� äîâiëüíèé ïðåäñòàâíèê ïðîñòîðó
W(0, T ;Hρ,H

∗
ρ ), äå H∗

ρ = W−1,2(Ω; ρ∗ dx). Òîäi:(a) y ∈ C([0, T ];L2(Ω)) i ïðè öüîìó
max

t∈[0,T ]
‖y(t)‖L2(Ω) ≤ C

[
‖y(t)‖L2(Ω;Hρ) + ‖ẏ(t)‖L2(Ω;H∗

ρ )

]
;
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∗
ρ ), òî ¹ ñïðàâåäëèâîþ íàñòóïíà �îðìóëà iíòå-ãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè

∫ t

s

[
〈ẏ(γ), u(γ)〉H∗

ρ ;Hρ
+ 〈y(γ), u̇(γ)〉H∗

ρ ;Hρ

]
dγ =

= (y(t), u(t))Hρ
− (y(s), u(s))Hρ

∀ s, t ∈ [0, T ].Çàóâàæåííÿ 3. Îñêiëüêè, â çàãàëüíîìó âèïàäêó, âêëàäåííÿ Vρ →֒ L2(Ω; ρ0 dx)íå ¹ êîìïàêòíèìè, òî ïèòàííÿ ïðî íåïåðåðâíiñòü âêëàäåííÿ âàãîâîãî ïðîñòî-ðó W(0, T ;Vρ, V
∗
ρ ) â ïðîñòið íåïåðåâíèõ �óíêöié C([0, T ];L2(Ω; ρ0 dx)) çàëè-øà¹òüñÿ âiäêðèòèì i íåäîñëiäæåíèì íà ñüîãîäíi.5. Êëàñè�iêàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿâèðîäæåíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíüÍåõàé T > 0 � �iêñîâàíèé ìîìåíò ÷àñó, Ω � îáìåæåíà âiäêðèòà îáëàñòüâ R

N ç íåïåðåðâíîþ çà Ëiïøèöåì ìåæåþ ∂Ω. Ïîêëàäåìî QT = (0, T ) × Ω,
ST = [0, T ] × ∂Ω. Íåõàé α, β (β > α > 0) � çàäàíi äiéñíi ÷èñëà. Ïîçíà÷è-ìî ÷åðåç Mβ

α (Ω) ìíîæèíó óñiõ âèìiðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü A = A(x) =
[aij(x)]i,j=1,N òàêèõ, ùî

α‖ξ‖2
RN ≤ (A(x)ξ, ξ)

RN ≤ β‖ξ‖2
RN , ∀ ξ ∈ R

N . (5.1)Íåõàé ρ : R
N → R � âàãîâà �óíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (i)�(iii) ïàðàãðà�ó 4. Íåõàé f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) òà y0 ∈ L2(Ω) � çàäàíi �óíêöi¨.�îçãëÿíåìî â öèëiíäði QT íàñòóïíó ïî÷àòêîâî-êðàéîâó çàäà÷ó Äiðiõëå

yt − div (A(x)ρ(x)∇y) + y = f â QT , (5.2)
y(0, x) = y0(x) â Ω, (5.3)

y(t, x) = 0 íà ST . (5.4)Çà àíàëîãi¹þ ç ïîïåðåäíiìè ïàðàãðà�àìè, ïîâ'ÿæåìî ç �óíêöi¹þ ρ íàñòóïíiâàãîâi ïðîñòîðè:
Wρ =

{
y ∈ W 1,1

0 (Ω) : ‖y‖ρ :=

(∫

Ω
y2 dx +

∫

Ω
|∇y|2

RN ρ dx

)
< +∞

}
, (5.5)

Hρ = cl‖·‖ρ
C∞

0 (Ω). (5.6)Âñþäè äàëi �óíêöiþ y : [0, T ] → Wρ áóäåìî ïîçíà÷àòè ÿê �óíêöiþ îäíîãîàðãóìåíòà y = y(t).Îçíà÷åííÿ 5. Ôóíêöiþ y ∈ L2(0, T ;Wρ) áóäåìî íàçèâàòè ñëàáêèì ðîçâ'ÿç-êîì çàäà÷i (5.2)�(5.4), ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:(a) äëÿ êîæíîãî v ∈ C∞
0 (Ω) òà äîâiëüíèõ 0 ≤ t1 < t2 ≤ T ñïðàâäæó¹òüñÿiíòåãðàëüíà òîòîæíiñòü

(y(t), v)L2(Ω)

∣∣∣
t2

t1
+

∫ t2

t1

[y(t), v]Aρ dt =

∫ t2

t1

(f(t), v)L2(Ω) dt; (5.7)
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0 (Ω) ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü
lim

t→0+
(y(t), v)L2(Ω) = (y0, v)L2(Ω) . (5.8)Òóò ÷åðåç (·, ·)L2(Ω) ïîçíà÷åíî îïåðàöiþ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó â L2(Ω), à

[u, v]Aρ =

∫

Ω
[(A(x)∇u,∇v)

RN ρ + uv] dx, ∀u, v ∈ Wρ.Çàóâàæåííÿ 4. Îñêiëüêè �óíêöiÿ y, ÿê ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5.2)�(5.4),íàëåæèòü ïðîñòîðó L2(0, T ;Wρ) i ïðè öüîìó ìàþòü ìiñöå îöiíêè
[y(t), v]Aρ ≤ 2max {1, β} ‖v‖ρ‖y(t)‖ρ, (5.9)
∣∣∣(f(t), v)L2(Ω)

∣∣∣ ≤ ‖v‖L2(Ω)‖f‖L2(Ω), (5.10)òî, ÿê âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi (5.7), âiäîáðàæåííÿ
(y(·), v)L2(Ω) : [0, T ] → R¹ íåïåðåðâíèì. Îòæå, y(·) : [0, T ] → Wρ � ñëàáêî íåïåðåâíà �óíêöiÿ i òàêà,ùî (äèâ. (5.8))

y|t=0 = y0 ÿê åëåìåíòè ïðîñòîðó L2(Ω).Çàóâàæåííÿ 5. Íàñïðàâäi ñïiââiäíîøåííÿ (5.7) ìîæíà òëóìà÷èòè â ñåíñi ðîç-ïîäiëåíü íà D(0, T ). Äiéñíî, íåõàé y ∈ L2(0, T ;Wρ) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çà-äà÷i (5.2)�(5.4). Îñêiëüêè
|div (Aρ∇y(t)) [v]| ≤

∫

Ω
|(A(x)∇y(t, x),∇v(x))

RN | ρ(x) dx ≤

≤ ‖A‖L∞(Ω;RN×N )‖∇y(t)‖L2(Ω;ρdx)N ‖v‖ρ ≤ C‖v‖ρ ∀ v ∈ Wρ,òî div (Aρ∇y(t)) ∈ W ∗
ρ ∀ t ∈ (0, T ). Îòæå, ÿê âèïëèâà¹ ç ðiâíÿííÿ (5.2), ìà¹-ìî: ẏ ∈ L2(0, T ;W ∗

ρ ). Ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî v ∈ Wρ �óíêöiÿ w(t) =
〈ẏ(t), v〉W ∗

ρ ;Wρ
¹ ðîçïîäiëåííÿì â D′(0, T ), òîáòî

〈ẏ(t), v〉W ∗
ρ ;Wρ

=
d

dt
(y(t), v)L2(Ω) â D′(0, T ), (5.11)àáî iíàêøå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ϕ ∈ D(0, T ) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∫ T

0
〈ẏ(t), v〉W ∗

ρ ;Wρ
ϕ(t) dt = −

∫ T

0
(y(t), v)L2(Ω) ϕ̇(t) dt.Äiéñíî, îñêiëüêè y(t) ∈ Wρ i y ∈ L2(0, T ;Wρ) , òî çà òåîðåìîþ Áîõíåðà (äèâ.òåîðåìó 2) ìîæåìî çàïèñàòè

∫ T

0
〈ẏ(t), v〉W ∗

ρ ;Wρ
ϕ(t) dt =

〈∫ T

0
ẏ(t)ϕ(t) dt, v

〉

W ∗
ρ ;Wρ

=

=

〈
−

∫ T

0
y(t)ϕ̇(t) dt, v

〉

W ∗
ρ ;Wρ

.
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0 y(t)ϕ̇(t) dt ∈ Wρ. Îòæå,
〈
−

∫ T

0
y(t)ϕ̇(t) dt, v

〉

W ∗

ρ ;Wρ

= −

(∫ T

0
y(t)ϕ̇(t) dt, v

)

L2(Ω)

=

= −

∫ T

0
(y(t), v)L2(Ω) ϕ̇(t) dt ∀ϕ ∈ D(0, T ).Òàêèì ÷èíîì, w(t) := 〈ẏ(t), v〉W ∗

ρ ;Wρ
∈ L1

loc(0, T ) ⊂ D′(0, T ) i ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü(5.11).ßê íàñëiäîê íàâåäåíîãî àíàëiçó ìà¹ìî íàñòóïíèé âèñíîâîê: ðiâíÿííÿ (5.7)ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi:
d
dt (y(t), v)L2(Ω) + [y(t), v]Aρ = (f(t), v)L2(Ω) â D′(0, T ),ïðè âñiõ v ∈ Wρ,

} (5.12)ùî i ïîòðiáíî áóëî âñòàíîâèòè.Çàóâàæåííÿ 6. Ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê y ∈ L2(0, T ;Wρ) çàäà÷i (5.2)�(5.4), â çà-ãàëüíîìó âèïàäêó, íå ¹ ¹äèíèì. Äiéñíî, ïðèïóñòèâøè iñíóâàííÿ äâîõ ðiçíèõñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ y1 òà y2 (y1 6= y2), ìà¹ìî:
(y1(t) − y2(t), v)L2(Ω)

∣∣∣
t2

t1
+

∫ t2

t1

[y1(t) − y2(t), v]Aρ dt = 0;

lim
t→0+

(y1(t) − y2(t), v)L2(Ω) = 0





(5.13)äëÿ âñiõ v ∈ C∞
0 (Ω). Ïðîòå ïðîñòið �iíiòíèõ �óíêöié C∞

0 (Ω) íå ¹ ùiëüíèì â
Wρ, òîáòî ìîæå íå iñíóâàòè ïîñëiäîâíîñòi {vk}k∈N

⊂ C∞
0 (Ω) òàêî¨, ùî

vk → y1(t) = y2(t) çà íîðìîþ ‖ · ‖ρ.Òàêèì ÷èíîì, âèêîíàííÿ óìîâè (5.13) ïðè âñiõ v ∈ C∞
0 (Ω) íå ãàðàíòó¹ ðiâíiñòü

y1(t) = y2(t) ì.ñ. íà Ω.Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè íàâåäåíi çàóâàæåííÿ, ââåäåìî íàñòóïíå ïîíÿòòÿ:Îçíà÷åííÿ 6. Íåõàé Vρ � äîâiëüíèé ïðîìiæíèé ïðîñòið, Hρ ⊆ Vρ ⊆ Wρ.Áóäåìî êàçàòè, ùî �óíêöiÿ y ∈ L2(0, T ;Wρ) ¹ Vρ-ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.2)�(5.4), ÿêùî òîòîæíîñòi (5.7)�(5.8) âèêîíóþòüñÿ ïðè âñiõ v ∈ Vρ.ßê áóäå ïîêàçàíî äàëi, äëÿ áóäü-ÿêîãî ïðîìiæíîãî ïðîñòîðó Vρ iñíóâàííÿ
Vρ-ðîçâ'ÿçêiâ ¹ íàñëiäêîì âiäîìî¨ òåîðåìè ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü àáñòðàêòíèõ åâî-ëþöiéíèõ ðiâíÿíü ç ìîíîòîííèìè îïåðàòîðàìè, à ¹äèíiñòü òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâçàáåçïå÷ó¹òüñÿ óìîâîþ ñòðîãî¨ ìîíîòîííîñòi

(A(x)ξ − A(x)η, ξ − η)
RN > 0 ∀ ξ 6= η ∈ R

N ì. ñ. íà Ω,ÿêà â ñâîþ ÷åðãó ¹ íàñëiäêîì âëàñòèâîñòi A ∈ Mβ
α (Ω) (äèâ. (5.1)). Â çâ'ÿçêóç öèì íàãàäà¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò (äèâ., íàïð., [2, .75℄):



12 I. �. ÁÀËÀÍÅÍÊÎ, Ï. I. ÊÎ�ÓÒÒåîðåìà 4. Íåõàé V � ðå�ëåêñèâíèé ñåïàðàáåëüíèé áàíàõiâ ïðîñòið, ÿêèéíåïåðåðâíî âêëàäåíèé â ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H, i íåõàé V ∗ � äóàëüíèé äî Vïðîñòið. Íåõàé A : V → V ∗ � îáìåæåíèé äåìiíåïåðåðâíèé êîåðöèòèâíèéìîíîòîííèé îïåðàòîð. Òîäi çàäà÷à
ẏ(t) + A y(t) = f â D′(0, T ),

y(0) = y0ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê y ∈ W(0, T ) ïðè êîæíèõ f ∈ L2(0, T ;V ∗) òà y0 ∈ H, äå
W(0, T ) =

{
y ∈ L2(0, T ;V ) : ẏ ∈ L2(0, T ;V ∗)

}
,òàêèé, ùî

(y(t), v)H |t2t1 +

∫ t2

t1

〈A y(t), v〉V ∗;V dt =

∫ t2

t1

〈f(t), v〉V ∗;V dt ∀ 0 ≤ t1 < t2 ≤ T,

lim
t→0+

〈y(t), v〉V ∗;V = 〈y0, v〉V ∗;V = (y0, v)H .äëÿ äîâiëüíîãî v ∈ V .Òóò âëàñòèâîñòi ìîíîòîííîñòi, äåìiíåïåðåðâíîñòi òà êîåðöèòèâíîñòi îïå-ðàòîðà A : V → V ∗ ðîçóìiþòüñÿ â íàñòóïíîìó ñåíñi:
〈Au −A v, u − v〉V ∗;V ≥ 0 ∀u, v ∈ V ; (5.14)

R ∋ t 7→ 〈A (u + tv) , w〉V ∗;V íåïåðåðâíî ïðè âñiõ u, v,w ∈ V ; (5.15)
lim

‖v‖V →∞
〈A v, v〉V ∗;V ‖v‖−1

V = +∞. (5.16)Òåîðåìà 5. Íåõàé Vρ � äîâiëüíèé ïðîìiæíèé ïðîñòið, Hρ ⊆ Vρ ⊆ Wρ. Òîäiïðè çàäàíèõ f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) òà y0 ∈ L2(Ω) çàäà÷à (5.2)�(5.4) ìà¹ ¹äèíèé
Vρ-ðîçâ'ÿçîê y ∈ W(0, T ;Vρ, V

∗
ρ ) (äèâ (4.6)).Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî â öüîìó âèïàäêó âèêîíóþòüñÿ óñi ïåðåäóìîâè òåî-ðåìè 4. Äiéñíî, ïîêëàâøè â òåîðåìi 4 V = Vρ i H = Wρ, ïîâ'ÿæåìî ç çàäà÷åþ(5.2)�(5.4) ëiíiéíèé îïåðàòîð A : Vρ → V ∗

ρ , ÿêèé îçíà÷èìî çà ïðàâèëîì:
〈Ay, v〉V ∗

ρ ;Vρ
= [y, v]Aρ ∀ y, v ∈ Vρ. (5.17)Òîäi â ñèëó îöiíêè (5.9) òà óìîâè A ∈ Mβ

α (Ω), áiëiíiéíà �îðìà [y, v]Aρ ïðèêîæíîìó �iêñîâàíîìó y ∈ Vρ ¹ íåïåðåðâíîþ çà àðãóìåíòîì v. Îòæå, îïåðàòîð
A : Vρ → V ∗

ρ â (5.17) ¹ ëiíiéíèì i îáìåæåíèì. Ïðè öüîìó çàóâàæèìî, ùîâëàñòèâîñòi (5.14)�(5.16) ¹ î÷åâèäíèì íàñëiäêîì (5.9) òà óìîâè A ∈ Mβ
α (Ω).Òàêèì ÷èíîì, çà òåîðåìîþ 4 çàäà÷à (5.2)�(5.4) ìà¹ ¹äèíèé Vρ-ðîçâ'ÿçîê âïðîñòîði W(0, T ;Vρ, V

∗
ρ ), ùî i ïîòðiáíî áóëî âñòàíîâèòè.Íàâåäåìî ùå îäíó õàðàêòåðèñòèêó Vρ-ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (5.2)�(5.4), ÿêàáóäå çàëó÷åíà äàëi.



Ï�Î ÊËÀÑÈÔIÊÀÖIÞ �ÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÂÈ�ÎÄÆÅÍÈÕ ÏÀ�ÀÁÎËI×ÍÈÕ �IÂÍßÍÜ 13Îçíà÷åííÿ 7. Áóäåìî êàçàòè, ùî òðiéêà ïðîñòîðiâ
Vρ ⊆ L2(Ω) ⊆ V ∗

ρ (5.18)¹ åâîëþöiéíîþ, ÿêùî ïðîñòið Vρ íåïåðåðâíî òà ùiëüíî âêëàäà¹òüñÿ â L2(Ω).Çàóâàæèìî, ùî âèõîäÿ÷è ç óìîâ (i)�(ii) ïàðàãðà�ó 4 òà çàóâàæåííÿ 2,òðiéêà (5.18) ¹ åâîëþöiéíîþ ïðèíàéìíi äëÿ Vρ = Hρ.Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé �óíêöiÿ y ∈ L2(0, T ;Vρ) ¹ Vρ-ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.2)�(5.4) i íåõàé ïðè çàäàíîìó Vρ òðiéêà ïðîñòîðiâ (5.18) ¹ åâîëþöiéíîþ. Òîäi
y ∈ C([0, T ];L2(Ω)) i ïðè öüîìó äëÿ áóäü-ÿêèõ 0 ≤ t1 < t2 ≤ T âèêîíó¹òüñÿåíåðãåòè÷íà ðiâíiñòü:

1

2
‖y(t)‖2

L2(Ω)

∣∣∣
t2

t1
+

∫ t2

t1

(
‖y(t)‖A

ρ

)2
dt =

∫ t2

t1

(f(t), y(t))L2(Ω) dt, (5.19)äå ïîçíà÷åíî
‖y(t)‖A

ρ =

(∫

Ω

[
(A(x)∇y(t),∇y(t))

RN ρ + y2(t)
]

dx

)1/2

.Äîâåäåííÿ. Ïåðåïèøåìî òîòîæíiñòü (5.7) ó âèãëÿäi
∫ t2

t1

〈ẏ(t), v〉V ∗

ρ ;Vρ
dt +

∫ t2

t1

[y(t), v]Aρ dt =

∫ t2

t1

(f(t), v)L2(Ω) dt,äå v ¹ äîâiëüíîþ �óíêöi¹þ ç Vρ. Îñêiëüêè 〈ẏ(t), v〉V ∗

ρ ;Vρ
¹ ðîçïîäiëåííÿì â

D′(0, T ), òî ç ïîïåðåäíüîãî îòðèìó¹ìî:
∫ t2

t1

〈ẏ(t), vϕ(t)〉V ∗

ρ ;Vρ
dt +

∫ t2

t1

[y(t), vϕ(t)]Aρ dt =

=

∫ t2

t1

(f(t), vϕ(t))L2(Ω) dt ∀ϕ ∈ D(0, T ). (5.20)Òàê ÿê �óíêöi¨ {vϕ(t)} óòâîðþþòü ùiëüíó ïiäìíîæèíó â L2(0, T ;Vρ), òî ñïiâ-âiäíîøåííÿ (5.20) çàëèøèòüñÿ â ñèëi, ïîêëàâøè çàìiñòü vϕ(t) �óíêöiþ y(t).Òåïåð ñêîðèñòà¹ìîñÿ �îðìóëîþ iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè
(y(t), u(t))L2(Ω)

∣∣∣
t2

t1
=

∫ t2

t1

[
〈ẏ(t), u(t)〉V ∗

ρ ;Vρ
+ 〈u̇(t), y(t)〉V ∗

ρ ;Vρ

]
dt

∀u, y ∈ W(0, T ;Vρ, V
∗
ρ ), (5.21)ñïðàâåäëèâiñòü ÿêî¨ ãàðàíòîâàíà âèõiäíèìè ïðèïóùåííÿìè ùîäî åâîëþöiéíî-ñòi òðiéêè ïðîñòîðiâ (5.18) (äèâ. [2, .15℄). Â ðåçóëüòàòi, åíåðãåòè÷íà ðiâíiñòü(5.19) ¹ íàñëiäêîì ñïiââiäíîøåíü (5.20)�(5.21) ïðè u(t) = y(t). Äëÿ çàâåðøåí-íÿ äîâåäåííÿ äîñèòü ñêîðèñòàòèñÿ íàñòóïíèì âiäîìèì ðåçóëüòàòîì (äèâ. [4℄):ÿêùî V ⊆ H ⊆ V ∗ � åâîëþöiéíà òðiéêà ïðîñòîðiâ, äå H ãiëüáåðòiâ ïðîñòið,òî âêëàäåííÿ W(0, T ;V, V ∗) →֒ C([0, T ];H) ¹ íåïåðåðâíèì.



14 I. �. ÁÀËÀÍÅÍÊÎ, Ï. I. ÊÎ�ÓÒÇàóâàæåííÿ 7. ßêùî â óìîâàõ òâåðäæåííÿ 1 íå âèìàãàòè, ùîáè ïðîñòîðè(5.18) óòâîðþâàëè åâîëþöiéíó òðiéêó, òî åíåðãåòè÷íà ðiâíiñòü (5.19) íàáóäåâèãëÿäó:
∫ t2

t1

[
〈ẏ(t), y(t)〉V ∗

ρ ,Vρ
+
(
‖y(t)‖A

ρ

)2]
dt =

=

∫ t2

t1

(f(t), y(t))L2(Ω) dt ∀ t1, t2 ∈ R : 0 ≤ t1 < t2 ≤ T. (5.22)ßê ëåãêî áà÷èòè, ðiâíiñòü (5.22) íå çàëåæèòü ÿâíî âiä âèáîðó ïðîñòîðó Vρ.Îòæå, â ïåâíîìó ñåíñi ¨¨ ìîæíà ââàæàòè âèçíà÷àëüíîþ. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïðèé-ìåìî çà îñíîâó íàñòóïíå ïîíÿòòÿ:Îçíà÷åííÿ 8. Vρ-ðîçâ'ÿçîê y ∈ L2(0, T ;Vρ) çàäà÷i (5.2)�(5.4) áóäåìî íàçèâà-òè âàðiàöiéíèì, ÿêùî âií çàäîâîëüíÿ¹ åíåðãåòè÷íó ðiâíiñòü (5.19).Çàóâàæèìî, ùî âàðiàöiéíi ðîçâ'ÿçîêè íå âè÷åðïóþòü âñþ ìíîæèíó ñëàá-êèõ ðîçâ'ÿçîêiâ. Äëÿ óòî÷íåííÿ ñêàçàíîãî, íàâåäåìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé �óíêöi¨ y1 òà y2 ¹ âàðiàöiéíèìè ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i(5.2)�(5.4) i òàêèìè, ùî y1 6= y2. Òîäi �óíêöiÿ (y1 + y2) /2 ¹ ñëàáêèì, ïðîòå íåâàðiàöiéíèì ðîçâ'ÿçêîì òi¹¨ æ çàäà÷i.Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, äëÿ íàïiâñóìè (y1 + y2) /2 , ÿê ëåãêî áà÷èòè, iíòåãðàëüíiòîòîæíîñòi (5.7)�(5.8) çàëèøàòüñÿ â ñèëi. Ïðîòå, ùî òîðêà¹òüñÿ åíåðãåòè÷íî¨ðiâíîñòi (5.19), òî â ñèëó îöiíêè
[
y1(t) + y2(t)

2
,
y1(t) + y2(t)

2

]A

ρ

<
1

2

(
[y1(t), y1(t)]

A
ρ + [y2(t), y2(t)]

A
ρ

)¨ ¨ âèêîíàííÿ ñòà¹ íåìîæëèâèì. Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ìîæíà ââàæàòè öåíòðàëüíèì â äàíîìó ðîçäiëi.Òåîðåìà 6. Ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê y ∈ L2(0, T ;Vρ) çàäà÷i (5.2)�(5.4) ¹ ¨¨ Vρ-ðîçâ'ÿçêîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií âàðiàöiéíèé.Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ "Vρ-ðîçâ'ÿçîê =⇒ ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê" ¹ î÷åâèäíîþâíàñëiäîê îçíà÷åíü 8 òà 5. Íåõàé y∗ ∈ L2(0, T ;Vρ) ¹ òèì ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì,ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ åíåðãåòè÷íó ðiâíiñòü (5.19). Ïîêàæåìî, ùî â öüîìó âèïàä-êó ìà¹ ìiñöå îáåðíåíà iìïëiêàöiÿ "ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê =⇒ Vρ-ðîçâ'ÿçîê " ïðèäåÿêîìó Vρ (Hρ ⊆ Vρ ⊆ Wρ).Óòâîðèìî ïðîñòið L2(0, T ;Vρ) çà ïðàâèëîì:
L2(0, T ;Vρ) = Li

{
y∗, L2(0, T ;Hρ)

}
,äå ÷åðåç = Li {A,B} ïîçíà÷åíî ëiíiéíó îáîëîíêó ìíîæèí A òà B. Îòæå,

L2(0, T ;Vρ) ¹ íàéìåíøèì çà âêëþ÷åííÿì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó L2(0, T ;Wρ),ÿêèé ìiñòèòü y∗ òà L2(0, T ;Hρ). Â ðåçóëüòàòi, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà y ∈
L2(0, T ;Vρ) ìà¹ ìiñöå äåêîìïîçèöiÿ

y = αy∗ + βỹ, (5.23)



Ï�Î ÊËÀÑÈÔIÊÀÖIÞ �ÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÂÈ�ÎÄÆÅÍÈÕ ÏÀ�ÀÁÎËI×ÍÈÕ �IÂÍßÍÜ 15äå ỹ ∈ L2(0, T ;Hρ), α, β ∈ R.Îñêiëüêè y∗ ∈ L2(0, T ;Wρ) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì, òî çà îçíà÷åííÿì 5 ïî-âèííà âèêîíóâàòèñÿ iíòåãðàëüíà òîòîæíiñòü:
∫ t2

t1

〈ẏ∗(t), vϕ(t)〉W ∗

ρ ;Wρ
dt +

∫ t2

t1

[y∗(t), vϕ(t)]Aρ dt =

=

∫ t2

t1

(f(t), vϕ(t))L2(Ω) dt ∀ϕ ∈ D(0, T ). (5.24)ïðè âñiõ v ∈ C∞
0 (Ω) òà ϕ ∈ C∞

0 (0, T ). Òàê ÿê �óíêöi¨
{vϕ(t) : v ∈ C∞

0 (Ω), ϕ ∈ C∞
0 (0, T )}óòâîðþþòü ùiëüíó ìíîæèíó â L2(0, T ;Hρ), òî òîòîæíiñòü (5.24) ìîæíà ïî-øèðèòè äî âèãëÿäó

∫ t2

t1

〈ẏ∗(t), ỹ(t)〉W ∗
ρ ;Wρ

dt +

∫ t2

t1

[y∗(t), ỹ(t)]Aρ dt =

=

∫ t2

t1

(f(t), ỹ(t))L2(Ω) dt, (5.25)äå ỹ � äîâiëüíèé åëåìåíò ïðîñòîðó L2(0, T ;Hρ).Áåðó÷è äî óâàãè, ùî Hρ ⊆ Vρ ⊆ Wρ, ìà¹ìî W ∗
ρ ⊆ V ∗

ρ ⊆ H∗
ρ . Îòæå, ñïiââiä-íîøåííÿ (5.25) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi:

∫ t2

t1

〈ẏ∗(t), ỹ(t)〉V ∗

ρ ;Vρ
dt +

∫ t2

t1

[y∗(t), ỹ(t)]Aρ dt =

=

∫ t2

t1

(f(t), ỹ(t))L2(Ω) dt ∀ ỹ ∈ L2(0, T ;Hρ). (5.26)Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ äîñèòü ïîêàçàòè, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (5.26)çàëèøèòüñÿ â ñèëi äëÿ äîâiëüíî¨ �óíêöi¨ ỹ ∈ L2(0, T ;Vρ). Äëÿ öüîãî ñêîðè-ñòà¹ìîñÿ åíåðãåòè÷íîþ ðiâíiñòþ (5.19) i ïåðåïèøåìî ¨¨ ó âèãëÿäi:
∫ t2

t1

[
〈ẏ∗(t), y∗(t)〉V ∗

ρ ,Vρ
+ [y∗(t), y∗(t)]Aρ

]
dt =

=

∫ t2

t1

(f(t), y∗(t))L2(Ω) dt ∀ 0 ≤ t1 < t2 ≤ T. (5.27)Òîäi, çàëó÷àþ÷è äåêîìïîçèöiþ (5.23) òà ðiâíîñòi (5.26) i (5.27), ïðèõîäèìî äîñïiââiäíîøåííÿ
∫ t2

t1

[
〈ẏ∗(t), y(t)〉V ∗

ρ ,Vρ
+ [y∗(t), y(t)]Aρ

]
dt =

=

∫ t2

t1

(f(t), y(t))L2(Ω) dt ∀ y ∈ L2(0, T ;Vρ).
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∫ t2

t1

[
〈ẏ∗(t), 〉V ∗

ρ ,Vρ
+ [y∗(t), v]Aρ

]
ϕ(t) dt =

=

∫ t2

t1

(f(t), v)L2(Ω) ϕ(t) dt ∀ϕ ∈ C∞
0 (0, T ), ∀ v ∈ Vρ.Òàêèì ÷èíîì, y∗ ¹ Vρ-ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.2)�(5.4), ùî i ïîòðiáíî áóëî âñòà-íîâèòè.6. Ïðî äåÿêi çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨ îïòèìàëüíèõ ñèñòåìÍåõàé, ÿê i âèùå, Ω ¹ îáìåæåíîþ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â R

N (N ≥ 1) çäîñòàòíüî ãëàäêîþ ìåæåþ ∂Ω. Íåõàé ξ1 òà ξ2 � çàäàíi åëåìåíòè ïðîñòîðó
L1

loc(R
N ) ç íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

0 < ξ1(x) ≤ ξ2(x) ìàéæå ñêðiçü â Ω, ξ−1
1 ∈ L1(RN ). (6.1)Íåõàé m ∈ R+ � äîäàòíà âåëè÷èíà òàêà, ùî ‖ξ1‖L1(Ω) ≤ m ≤ ‖ξ2‖L1(Ω).Äëÿ çàäàíèõ f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), y0 ∈ L2(Ω) òà yd ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) ðîçã-ëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ:

I(A, ρ, y) = ζ

∫

Ω
|y(x) − yd(x)|2 dx +

∫

Ω
‖∇y(x)‖2

RN ρ dx −→ inf (6.2)çà íàñòóïíèõ îáìåæåíü:
y′ − div A(x)ρ(x)∇y + y = f â QT , (6.3)

y(0, x) = y0(x) â Ω, (6.4)
y(t, x) = 0 íà ST . (6.5)Áóäåìî êàçàòè, ùî ïàðà (A, ρ) ∈ L∞(Ω; RN×N ) × L1(Ω) ¹ äîïóñòèìèì êå-ðóâàííÿì äëÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¨ çàäà÷i (6.3)�(6.5), ÿêùî A = [~a1, . . . ,~aN ] ∈

Mβ
α (Ω) i ρ ∈ Rad, äå ïîçíà÷åíî
Rad =

{
ρ ∈ L1(Ω) :

∫

Ω
ρ dx = m, ξ1(x) ≤ ρ(x) ≤ ξ2(x) ì. ñ. â Ω

}
. (6.6)Íàñòóïíå ïîíÿòòÿ ¹ êëþ÷îâèì äëÿ äàíî¨ çàäà÷i:Îçíà÷åííÿ 9. Áóäåìî êàçàòè, ùî òðiéêà �óíêöié (A, ρ, y) ¹ äîïóñòèìîþ äëÿçàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (6.2)�(6.6), ÿêùî (A, ρ) ∈ L∞(Ω; RN×N ) ×

L1(Ω) ¹ äîïóñòèìèì êåðóâàííÿì, à åëåìåíò
y ∈ L2(0, T ;Wρ) =

{
g ∈ L2(0, T ;W 1,1

0 (Ω)) :
∫ T

0

∫

Ω

(
g2 + ρ |∇g|2

)
dxdt < +∞

} (6.7)¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.3)�(6.5) â ñåíñi îçíà÷åííÿ 5, òîáòî äëÿ êîæíîãî
v ∈ C∞

0 (Ω) òà äîâiëüíèõ 0 ≤ t1 < t2 ≤ T �óíêöiÿ y = y(A, ρ) çàäîâîëüíÿ¹iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü (5.7) òà óìîâó (5.8).



Ï�Î ÊËÀÑÈÔIÊÀÖIÞ �ÎÇÂ'ßÇÊIÂ ÂÈ�ÎÄÆÅÍÈÕ ÏÀ�ÀÁÎËI×ÍÈÕ �IÂÍßÍÜ 17Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ξ ìíîæèíó óñiõ äîïóñòèìèõ ðîçâ'ÿçêiâ íàâåäåíî¨ âèùåçàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Çðîçóìiëî, ùî ïðîáëåìà ¹äèíîñòi ñëàáêîãîðîçâ'ÿçêó òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç ïðîáëåìîþ ùiëüíîñòi ïðîñòîðó C∞
0 (Ω) ó âàãîâî-ìó ïðîñòîði Ñîáîë¹âà Wρ. Ïðîòå ÿê ïîêàçàíî â ðîáîòi [5℄, iñíóþòü ïðèêëàäèâèðîäæåíèõ âàãîâèõ �óíêöié ρ, ïðè ÿêèõ îçíà÷åíà âèùå âëàñòèâiñòü ùiëü-íîñòi ïðîñòîðó C∞

0 (Ω) â Wρ ïîðóøó¹òüñÿ. Îòæå, â öüîìó âèïàäêó äëÿ çàäà÷i(6.3)�(6.5) ïðè �iêñîâàíié ïàði (A, ρ) ∈ L∞(Ω; RN×N ) × L1(Ω) ìîæå iñíóâàòèäåêiëüêà, çàãàëîì íåçàëåæíèõ, ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ïðîòå â ñèëó ëiíiéíîñòiâèõiäíîãî îá'¹êòà êåðóâàííÿ, ïðè êîæíîìó äîïóñòèìîìó íàáîði (A, ρ) âiäïî-âiäíà ìíîæèíà ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (6.3)�(6.5) ¹ îïóêëîþ i çàìêíåíîþ.Äî òîãî æ, çàëó÷àþ÷è àðãóìåíòè ðîáîòè [5℄ òà òåîðåìó 5, ëåãêî ïîêàçàòè, ùîäëÿ êîæíî¨ äîïóñòèìî¨ ïàðè (A, ρ) ïî÷àòêîâî êðàéîâà çàäà÷à (6.3)�(6.5) äî-ïóñêà¹ ïðèíàéìíi îäèí ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê â ñåíñi îçíà÷åííÿ 5. Òàêèì ÷èíîì,
Ξ 6= ∅, à îòæå, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (6.2)�(6.6) ¹ ðåãóëÿðíîþ.Îçíà÷åííÿ 10. Áóäåìî êàçàòè, ùî íàáið �óíêöié

(A0, ρ0, y0) ∈ L∞(Ω; RN×N ) × L1(Ω) × L2(0, T ;Wρ)¹ ñëàáêèì îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.2)�(6.6), ÿêùî (A0, ρ0, y0) ¹ ìiíi-ìiçàíòîì íàñòóïíî¨ çàäà÷i
〈

inf
(A,ρ,y)∈Ξ

I(A, ρ, y)

〉
.Â çâ'ÿçêó ç öèì çàóâàæèìî, ùî iñíóâàííÿ ñëàáêèõ îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêiâçàäà÷ êåðóâàííÿ äëÿ âèðîäæåíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ¹ íà ñüîãîäíi íîâîþ iíå äîñëiäæåíîþ â ïîâíîìó îáñÿçi ïðîáëåìîþ. Îñíîâíèìè ïðè÷èíàìè òàêî¨ ñè-òóàöi¨ ¹ íàñòóïíi: ïî-ïåðøå, äëÿ ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêîâî êðàéîâî¨ çàäà÷i(6.3)�(6.5) íåìà¹ çðó÷íèõ àïðiîðíèõ îöiíîê â íîðìi ïðîñòîðó ‖·‖L2(0,T ;Wρ). Ïî-äðóãå, íåäîñëiäæåíèìè çàëèøàþòüñÿ òàêi òîïîëîãi÷íi âëàñòèâîñòi ìíîæèíèäîïóñòèìèõ ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ Ξ ÿê çàìêíåíiñòü òà êîìïàêòíiñòü. Ïî-òðåò¹,ùî ¹ õàðàêòåðíèì ëèøå äëÿ çàäà÷ îçíà÷åíîãî âèùå êëàñó, êîæíà äîïóñòèìàòðiéêà (A, ρ, y) íàëåæèòü âiäïîâiäíîìó (òîáòî ñòðîãî àñîöiéîâàíîìó ç íåþ)ïðîñòîðó L∞(Ω; RN×N ) × L1(Ω) × L2(0, T ;Wρ), à îòæå, ìíîæèíà Ξ óòâîðåíàñóêóïíiñòþ îá'¹êòiâ, ÿêi íàëåæàòü ðiçíèì �óíêöiîíàëüíèì ïðîñòîðàì.Çà àíàëîãi¹þ ç ïîïåðåäíiìè ïàðàãðà�àìè, äëÿ êîæíîãî äîïóñòèìîãî êåðó-âàííÿ (A, ρ), ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hρ çàìèêàííÿ ïðîñòîðó C∞

0 (Ω) çà ‖·‖ρ-íîðìîþ.Íåõàé Vρ � äîâiëüíèé ïðîìiæíèé ïðîñòið, Hρ ⊆ Vρ ⊆ Wρ. Òîäi, çàëó÷àþ÷èàðãóìåíòè ðîáîòè [6℄, ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â ñïðàâåäëèâîñòi íàñòóïíîãî ðå-çóëüòàòó, ÿêèé ¹ õàðàêòåðíèì äëÿ îçíà÷åíîãî êëàñó çàäà÷.Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé (A, ρ) � äîïóñòèìå êåðóâàííÿ, i íåõàé V1,ρ and V2,ρ �ïîâ'ÿçàíi ç íèì ïðîìiæíi ïðîñòîðè òàêi, ùî (V1,ρ 6= V2,ρ). Íåõàé y1 = y1(A, ρ)òà y2 = y2(A, ρ) ¹ âiäïîâiäíèìè Vρ-ðîçâ'ÿçêàìè ïî÷àòêîâî êðàéîâî¨ çàäà÷i(6.3)�(6.5) â ñåíñi îçíà÷åííÿ 6. Ïðèïóñòèìî, ùî y1 6= y2. Òîäi áóäü-ÿêèé åëå-ìåíò ¨õ îïóêëî¨ îáîëîíêè
conv {y1, y2} = {ηy1 + (1 − η)y1 : ∀ η ∈ (0, 1)}¹ ëèøå ñëàáêèì, ïðîòå íå åâîëþöiéíèì, ðîçâ'ÿçêîì âèõiäíî¨ çàäà÷i (6.3)�(6.5).



18 I. �. ÁÀËÀÍÅÍÊÎ, Ï. I. ÊÎ�ÓÒÁåðó÷è äàíèé �àêò äî óâàãè, ïîêàæåìî, ùî äëÿ çàäà÷i (6.2)�(6.6) ìà¹ ìiñ-öå ðåçóëüòàò, ÿêèé íå ¹ õàðàêòåðíèì äëÿ òåîði¨ ëiíiéíî-êâàäðàòè÷íèõ çàäà÷îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.Òâåðäæåííÿ 4. Íåõàé (A0, ρ0, y0) ∈ Ξ ¹ ñëàáêèì (ïðîòå íå âàðiàöiéíèì)îïòèìàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.2)�(6.6). Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà
E =

{
x ∈ Ω : A0(x) > αI,

(
A0(x)

)−1
> β−1I

} (6.8)ìà¹ íåíóëüîâó ëåáåãîâó ìiðó i iñíó¹ ìàòðèöÿ A∗ ∈ Mβ
α (Ω) òàêà, ùî äëÿ äî-âiëüíèõ äîâiëüíèõ 0 ≤ t1 < t2 ≤ T òà ϕ ∈ C∞

0 (Ω) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:
∫ t2

t1

∫

Ω

(
A∗(x) ∇y0,∇ϕ

)
RN

ρ0 dx dt = 0. (6.9)Òîäi ñëàáêi îïòèìàëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (6.2)�(6.6) óòâîðþþòü êîíòèíóóì.Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè A∗ ∈ Mβ
α (Ω), òî ÿê ëåãêî áà÷èòè ìàòðèöÿ

Aθ(x) = A0(x) + θχE(x)A∗(x)áóäå òàêîæ íàëåæàòè ìíîæèíi Mβ
α (Ω) ïðè âñiõ äîñòàòíüî ìàëèõ |θ|. Òóò ÷åðåç

χE ïîçíà÷åíî õàðàêòåðèñòè÷íó �óíêöiþ ìíîæèíè E. Â ðåçóëüòàòi, ïî¹äíóþ-÷è iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü
(
y0(t), ϕ

)
L2(Ω)

∣∣∣
t2

t1
+

∫ t2

t1

[
y0(t), ϕ

]A0

ρ0 dt −

∫ t2

t1

(f(t), ϕ)L2(Ω) dt :=

:=
(
y0(t), ϕ

)
L2(Ω)

∣∣∣
t2

t1
+

∫ t2

t1

∫

Ω

[(
A0(x)∇y0,∇ϕ

)
RN ρ0 + y0ϕ

]
dx dt−

−

∫ t2

t1

(f(t), ϕ)L2(Ω) dt = 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω), ∀ t1, t2 ∈ R : 0 ≤ t1 < t2 ≤ Tç óìîâîþ (6.9), ïðèõîäèìî äî ñïiââiäíîøåííÿ

(
y0(t), ϕ

)
L2(Ω)

∣∣∣
t2

t1
+

∫ t2

t1

∫

Ω

[(
Aθ(x)∇y0,∇ϕ

)
RN ρ0 + y0ϕ

]
dx dt−

−

∫ t2

t1

(f(t), ϕ)L2(Ω) dt = 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω), ∀ t1, t2 ∈ R : 0 ≤ t1 < t2 ≤ T.Îòæå, òðiéêà �óíêöié (Aθ, ρ

0, y0) ¹ òàêîæ ñëàáêèì äîïóñòèìèì ðîçâ'ÿçêîìçàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (6.2)�(6.6) ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ
|θ|, òîáòî (Aθ, ρ

0, y0) ∈ Ξ ∀ θ ∈ (0, θ∗) ç äåÿêèì θ∗ > 0. Îñêiëüêè
I(Aθ, ρ

0, y0) ≡ I(A0, ρ0, y0),òî ïàðà (Aθ, ρ
0) ¹ ñëàáêèì îïòèìàëüíèì êåðóâàííÿì ïðè âñiõ θ ∈ (0, θ∗), ùîi ïîòðiáíî áóëî âñòàíîâèòè.
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